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Chuyén dé 1

CAC BAI TOAN SU DUNG DINH Li TA-LET (THALES)
VA TAM GIAC PONG DANG

Dinh 1i Ta-1ét va tinh chat cla tam gidc déng dang cho phép ta bi€n déi
mot ti s6 gilta do dai clia hai doan thing hoac giita dién tich clia hai tam gidc

thanh mot ti s6 mdi. Trong bai todn sir dung dinh 1i Ta-16t va tinh chit ctia tam
gidc dong dang ta can luu y nhitng diém sau :

* Dinh 1i Ta-1ét va tinh ch4t clia tam gidc déng dang chi dé cap tdi ti sG cla
hai doi tugng clng loai (cung 12 do dai clia hai doan thing hay clung 1a dién
tich cia hai tam giac).

, véi A, B, C, D la cing

wile'

* P61 v6i bai todn can thuc hién phép todn B *

loai, cdn chuyén hai ti s trén thanh nhitng ti s6 c6 cing méu s6. Tuy nhién
khac véi dai s6, trong hinh hoc rat hi€m khi ta thuc hién phép nhan chéo quy

. .. ADtBC . . . T Y
dong thanh —BD Trong hinh hoc ta thuong dung dinh 1i Ta-1ét hodc tinh

chét ctia tam gidc déng dang dé bién déi Al —M—, cM sao cho N = N,
B N D N
+ M | N
Khi d6 A * < _M M
B D N

* Dai véi bai todn can thuc hién phép todn % . %, véi A, B, C, D la cung loai,

A M _C M A C _ M
khidé t bién d6i — = — hoN=M'.Vay —. —=—
i d6 ta can bién doi B ND\N sao cho yB 5 N
. . . 1 .
* Dai véi bai todn cdn ching minh dang thic c¢6 dang % —1— = c véi A,
B, C 1a cung loai, ta can tim M, N, P cung loai véi A, B, CsaochoM =N =P.

W


https://sachhoc.com

Khi d6 déng thitc can ching minh tuong duong véi I:I

thé dung dinh 1i Ta-1ét hodc tinh chat clia tam gidc dong dang dé ching minh
déng thiic na?ly7
{ Vidu _1:Cho tam gidc ABC can tai A. Trén canh BC kéo dai vé phia C,

lay mot diém M. Mot dudng thing A di qua diém M cét cac canh CA, AB tai
NvaP.

Chiing minh ring BM_M khéng déi, khi M va A thay déi.
BP CN

Loi gidi. (h1) 7ot deler vOR da

Qua A ké dudng thing song song véi A cit BC & Q.

Theo dinh 1i Ta-lét, ta c6 '

BM_BQ ,
BP BA
o™ _cQ .
CN CA ./ -
hay B—M—_SM_=_B9__C_Q_ B | c MK Q
BP CN [BA CA Hinh 1

Mat khac tam gidc ABC céan tai A nén
BQ CQ BQ CQ BC khoéng déi.
N BA CA BA " BA
Vl du 2, Cho cdc diém A', B, C' lan luot nam trén cac canh BC, CA, AB
c&amot tam gidc ABC, sao cho
A'B_ B'C _C'A
A'C B'A C'B’

Chimg minh ring hai tam gidc ABC va
A'B'C c6 cung trong tam.

Léi gidi. (h.2)
A'B_BC C'A

Do = =
A'C B'A C'B
. A'C B'A C'B
nen = = = k
BC CA AB
(v6i s6 k nao dé)/v
b le®

T o<t
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ok
-
BN _C'B_A'C
Ké CN// AC (N & BO), ta c6 dod6 BN=AC. «
SR AL ) °BC AB BC

Vay BC va NA' ¢6 cling trung diém M.
Goi P 12 trung diém clia A'C' va G la giao cla AM va B’P, tacod -

CN_CB_B A’suyraC'N=B'A.
AC AB C ‘

Mat khdc, PM song song va bing —;—C’N nén PM song song va bing —;—AB'.

Viy — GP = -1 = —G—I\—/I Dod6 Gla trong tAm chung cua hai tam gidc ABC

GB' 2 GA
va A'B'C.
Vi du 3. Cho b6n dudng thfmg theo th tu m;, m,, m3, my déng quy tai O
va theo chiéu quay ctia kim déng hd. Cic diém A, A,, A;, A4 ldn lugt trén m;,
m,, ms, My sao cho A1A2 // my, A2A3 // my, A3A4 // my. Duc‘mg thellng qua A4

song song v&i mj cit m; tai As. Ching minh ring

Loi gidi. (h.3)

Gg;i M la giao cia Ay,A; vamy, N la
giao ca m; va AjA,. Ta c6 céc tit gidc
OA;A;M, ONA3A, la hinh binh hanh.
Theo dinh i Ta-1ét ta co

OAs _ AsA; _ MA,

ON]'\/I/ A3N OM Hinh 3
“ JONY_ ON _ AjA; _OA4
\0A, T aM” AM oM
Do ds OAs _ MA; OAq SL(MA4 N OA4)2 _L
OA, MO MO 4(MO MO/ 4

R
¢ 1 ofaary
a. b < % (( 7
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Déng thiic xay ra khi MA, = OA, & A3zA, = AsM. C6 nghia 12 m;, m,,
m3, my & vi tri sao cho mot dudng thing song song véi mot trong bén dudng
ndy sé& bi ba dudng con lai chin ra hai doan thing bang nhau.

Vi du 4. Cho tam gidc nhon ABC c6 c4c dudng cao AD, BE, CF. Mot diém

M thudc doan ED, N 13 mot diém thuoc tia DE sao cho MAN = BAC. Chiing
m.ink ring A 12 tam dudng tron bang tiép géc D cha tam gidc DMN.

Loi gidi. (h.4)

Lay P thuoc BF sao cho MP // BD.

Dé dang ching minh dugc AD la phan

gidc géc NDF. Nén dé giai bai todn ta

chi cdn ching minh thém MA la phan
gidc cta géc nhon FMN. Ta c6
AAPM o> AAEN (g.g),

dodé AAPE «»» AAMN (c.g.c)

Hink 4 suyra AMN = APE. (1)
Mat khéc ta ¢6 AAFD «» AEFB (g.g) ma P—B = —1\@- nén
PF MF
AMF = EPF = APE. )

Tu (1) va (2) suy ra AMN = AMF hay MA la phan gidc géc FMN do dé
ta c6 diéu phai ching minh.

Vi du 5. V€ phia ngoai clia tam gidc ABC, dung cdc tam gidc can AMB,
BNC, CPA c6 cic géc & dinh can lan lugt 1a AMB = o, BNC =, CPA =y
thod méan o + P + y = 360°. Ching minh ring tam gidc MNP c6 s6 do ba géc

a By
2727

Loi gidi. (h.5)

Goi K 1a diém sao cho AMBK ¢ ANCB, K va A nam vé hai phia cia BM.
Khi d6 AMAK v APAC suy ra

22 _ A ) PAC - KAM.
KA

MA

lan luot la
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Dodé  PAM = PAC + CAM % N
= KAM + CAM = CAK. P
Viy APAM v ACAK (g.g), nén
AMP = AKC. * i
Tuong tu chitng minh dugc !
BMN = BKM.
Vay AMP + BMN = AKB.
Mait khdc M 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam K
gidc AKB (do MA = MK = MB) nén Hinh 5

———— IA

AKB =5AMB=%<m+m+ﬁm)
=%<K@+m>.
=

Dodéﬁm\\u/@:%AMB:

, NPM = % . Ta c6 diéu phai chitng minh.

|
>N.

Ching minh tuong tu cho MNP =

1. Cho tam gidc ABC. Biét ring ton tai cdc diém M va N lan lugt trén cdc
canh AB, BC sao cho Z.E—M—- _ BN va BNM = ANC. Chdng minh rang
AM CN '

tam gidc ABC vudng.

2. Cho tam gidc ABC ngoai tié€p dudng tron (O ; r), M a trung diém cta BC.
Giao diém cia OM va dudng cao AH 13 E. Chitng minh ring AE =r.

3. Cho tam gidc ABC vuong tai C, dudng cao CH. Pudng tron (I ; r) néi ti€p
tam gidc ABC tiép xtic véi AC, AB lan luot tai P, Q. Giao diém cua CH va
PQ 1a N. Goi K 1a trung diém ctia BC, KI cit AC tai M. Ching minh rang
CM =CN.
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10.

11.

10

Cho tam gidc ABC. Trén canh BC ldy hai diém M va N sao cho MAB = NAC.
Chiing minh rang

MBNB _ (AB )2
MCNC \AC/

Cho tam gidc ABC, AD la phan gidc trong cta géc A. Trén AD lay M, N
sao cho MBA = NBD. Chiing minh rang MCA = NCD.

Cho tam gidc ABC c6 I, O 14n lugt 1a tam dudng tron ndi tiéfp, ngoai ti€p.
AD Ia dudng cao ké tir A. Ching minh ring ba diém I, D, O thing hang khi
va chi khi dudng tron ngoai ti€p va dudng tron bang ti€p géc A cla tam
gidc ABC c6 cung ban kinh.

Gia st D 12 mot diém ndm trong tam gidc nhon ABC sao cho

ADB = ACB + 90° va AC.BD = AD.BC. Chiing minh ring ig'gg =2.

Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (O). Piém M ndm trong tam gidc. Cac
dudng thdng AM, BM, CM cit (O) lan luct tai cdc diém th hai A', B, C.
Ha MA |, MB,, MC; lan lugt vuong géc véi BC, CA, AB. Ching minh ring
tam gidc A'B'C' dong dang véi tam gidc A;B,C;.

Cho AB, CD la hai duong kinh vuong géc véi nhau cia dudng tron (O).
Dudng thing A vuéng géc véi CD va cit tia d6i clia tia DC. Mot tiép tuyén
m thay déi cha (O) cit AB tai K cét A tai M. Goi E, F lan luot 12 giao diém
cua CK, DK véi A. Chitng minh ring ME.MF khong déi khi ti€p tuyén m
thay déi.

Cho tam gidac ABC vudng tai C ¢6 dudng cao CH va trung tuyén AD.
Duong tron (O) di qua D va ti€p xdc v6i dudng tron ngoai ti€p tam gidc
ABC tai A, cit BC tai diém thit hai E. Chitng minh ring AE di qua trung
diém ctia CH.

Cho tt gidc ABCD n¢i ti€p dudng tron (O). Ha DA| L BC, DB, L AC. Goi

P, Q lan luot 1a trung diém cla AB, AB,. Ching minh ring tam gidc PDQ
c6 dang khong déi (luén déng dang véi chinh né) khi B, C, D ¢6 dinh con
A thay déi.
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12. Cho tam gidc ABC ndi ti€p trong dudng tron (O). Diém I nim trong tam
gidc ABC. Céc tia Al, BI, CI cat dudong tron (O) ldn luot tai cdc diém thit
hai A’, B', C'. Chitng minh ring tam gidc A'B'C' déu khi va chi khi

1 1 1

IA:IB: IC= —: —: —
BC CA AB

13. Cho tit gidc ABCD c6 hai dudng chéo cit nhau tai O. Goi M, N lan luot 1a
trung diém cta AB, CD. Cic tam gidc OAD, OBC c6 truc tam lan luot 12
H, K. Ching minh ring HK vuéng géc v6i MN.

14. Cho t gidc ABCD noi tiép dudng tron (O) va ¢6 hai dudng chéo cét nhau
tai 1. Ha IP vudng géc véi AD, IQ vuong géc v6i BC. Goi M, N lan luot 1a
trung diém ctia AB, CD. Chitng minh ring PQ vuéng géc véi MN.

15. Cho ti gidc ABCD hai dudng chéo AC, BD c6 do dai bang nhau. Vé phia
ngoai tir gidc dung cdc tam gidc can dong dang AMB, CND (can tai M, N).
Goi P, Q lan luot 12 trung diém chia AD, BC. Chitng minh ring MN vuoéng
géc véi PQ.

Chuyén dé 2

BAI TOAN CHUNG MINH CAC DIEM THANG HANG,
CAC BUGNG THANG PONG QUY

Dé giai bai todn ching minh cdc diém thing hang, cic dudng thing déng
quy, ta thuong st dung mot trong cac phuong phdp sau :

1) Sir dung méi quan hé vé géc (hai géc bing nhau, téng hai géc bing
180°,...).

2) St dung tién dé thtt 5 cta OClit, tién dé dugc phét biéu nhu sau : Qua
mot diém nim ngoai mot dudng thing c¢é duy nhit mot dudng thing song song
v6i dudng thing da cho.

3) Sir dung tinh ch4t déng quy cua ba dudng cao ; ba dudng trung tuyén ;
ba dudng phan giac ; ba dudng trung truc trong mot tam gidc.

4) Dung phuong phép dién tich.

5) Chuyén bai todn chiing minh cdc dudng thing dong quy vé bai todn
ching minh cdc diém thing hang.

11
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6) Chuyén bai toan chiing minh cdc diém thang hang vé bai todn cdc dudng
thang déng quy.

Vi du 1(,,,,Cho tam gidc nhon ABC ¢4 truc tdim H. Tir A ké céc ti€p tuyén
AM, AN-16i dudng tron dudng kinh BC. Ching minh ting ba diém M, H, N
thing hang. (b )

Loi gidi. (h.6)
Goi AA', BB', CC' 1a cac dudng cao cua tam giic
ABC, duong tron (O) ¢6é dudng kinh BC.

Tacé  AM? = ABAC' = AHAA'

suy ra AAHM o> AAMA'
do dé AMH = AA'M.

Mat khac AMA'N la tir gidc noi ti€p dudng tron
duong kinh AO nén

e —

Hinh 6 AMH = AA'M = MNA = AMN.

Vay AMH = AMN ma H va N nim vé ciing mot nlra mit phang by AM
nén M, H, N thang hang.

Vi du 2. Goi A', B', C' 1an lugt 12 diém chinh giita clia cdc cung BC, CA,
AB khong chita cdc dinh A, B, C cia dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Céc
canh BC, CA, AB cit cédc cip doan théng C'A',A'B' ; A'B, BC vaBC, CA'lan
luot & céc cap diém M, N ; P, Q va R, S. Chitng minh rang cac dudng chéo MQ,
NR, PS ctia luc gidc MNPQRS déng quy tai mot diém.

Loi gidi. (h.7)

Goi I 1a tAm duong tron nodi ti€p tam gidc
ABC. Khi d6 I nam trén cdc dudng thﬁng AA',
BB', CC.

. G NTE - IR

Ta c6 A'IC==A+-C=1ICA".

2 2 »

Suy ra tam gidc A'IC can tai A'. Tuong tu
tam gidc B'IC can tai B'. Vay A'B' l1a trung truc
cua doan IC. Do d6 tam giac PIC can tai P.

Suy ra PIC = PCI = ICB do dé IP // BC. Hink 7

12



Tuong tu IS // BC. Nhu vay I, S, P thang hang. Vay SP di qua tam dudng
tron noéi ti€p tam gidc ABC. Tuong tu, MQ va RN déu di qua I. Ta c6 diéu
phai chiing minh. '

Vi du 3. Cho tt gidc ABCD. Céc dudng thing AB va CD cét nhau tai M,
céc duong thing AD va BC cit nhau tai N. Goi I, J, K theo thit tuy 1a trung diém
ctia BD, AC, MN. Chitng minh ring I, J, K thing hang.

Loi gidi. (h.8)

Ki hiéu Sypy 1a dién tich cia tam gidc NIJ. Ta ¢6

SN = Snpe — Snpr — Snic — Scir — Scip

1 1 1 1
= SN~ —SNAR = —SNae = = Saje — =S
NDC = 5 SNBD ~ 7 SNAC ~ 5 SAIC T 7 5cBD
1 1
= SNDC — SNaB ~ ‘2‘SABD - '2‘SABC

1 1
~5Sapc = Sapic) —5Scep

1
= SABCD — E(SABD +Spcp) +ZSABCD

1
—E(SABC +Sapc)

1
- = =S .
4 ABCD

1
Tuong t Syy = 7 Sacp:

Vay Snp = Smp- Do dé céc khoang cach tir M va N t6i IJ 1a bang nhau. Mat
khdc M va N ndm vé hai phia cta IJ, nén 1J di qua trung diém ctia MN.

Vi du 4. Cho tam giic nhon ABC néi ti€p dudng tron (O), diém H 1a tryc
tam tam gidc. Goi Ay, B}, C| lan lugt d6i xting véi H qua BC, CA, AB. Dudng
thang d di qua H. Goi dy, d5, d3 14n lugt 1a cdc dudng thing d6i ximg véi (d)

qua BC, CA, AB. Chimg minh ring ba dudng thing d;, d,, d3 dong quy.

13



Loi gidi. (n.9)

Do Aj, By, C; l4n lugt d6i xting v6i H qua
BC, CA, AB nén ching nim trén dudng tron
ngoai ti€p tam gidc ABC. C4c dudng théng d,
d,, d3 14n luot di qua A, By, C;.

Gia st dudng thing d cit dudng tron (O) tai
M, N (M thudc cung nho CB;).

Hinh 9 Goi I 1a giao diém clia d, va d;. Tacé :
B,IC, = B/HC, - HC,I - HB,I = B,HC, - C;HN - B,;HM

= 2B,HC; - 180° = 2(180° — BAC) - 180° = 180° — C;AB,
Vay AC,IB, néi ti€p dugc, do d6 I thuoe dudng tron (O).

Tuong tu, cdc cdp dudng d; va d, ; d; va dj cling cdt nhau tai mot diém
thuoc (O). Mat khac d,, d,, d3 ldn luot di qua A, B, C; thudc (O) va céc
duong nay khong phai 1a cdc canh cla tam gidc A;B;C,. Do d6 d,, d,, d; dong

Vi du 5. Gho tam gidc nhon ABC véi truc tam H. Mot dudng tron di qua B,
C cat\canh AC, AB lan luot tai B', C' (B' # C, C' # B). Goi H' 1a truc tam cla
tam gidc AB'C'. Chitng minh ring c4dc dudng thing BB', CC', HH' déng quy tai
mot diém.

Loi gidi. (h.10)

Dung hinh binh hanh HBIC. Goi O 1a giao
diém cta BB' va CC, dung hinh binh hanh
OHCM. Ta cé

AAB'C' v» AABC suy ra
BH BH BC OB
IC  BH BC OC
(vi AOB'C' ¢» AOCB).

Hon nita
OB‘H’ = 6@? + C'BH'
= OCB + HBC = OCB + BCI = OCI Hinh 10

14



nén AOBH' v» AOCI = H'OB' = COL (1)
Ta cé
MIC = OBH = ABH - ABO = ACH - ACO = OCH = COM.
Do d6 tit gisc OMCI noi ti€p nén BOH = IMC = COL Q)

T (1) va (2) suy raBOH = BOH'. Do H va H' ndm vé hai phia cia BB' nén

ba diém O, H, H' thang hang.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Vay HH', BB', CC' déng quy tai O.

Bai tap
Chimg minh riang cdc hinh chi€u vuong géc cla dinh A xudng cdc dudng
phan gidc trong va ngoai cdc géc B va C cha tam gidc ABC thing hang.
Cho tam gidc ABC véi cdc dudng cao AA;, BB;, CC;. Chitng minh ring
cdc hinh chi€u vuong géc clia A lén AB, AC, BB, CC, thiang hang.

Cho géc xOy. Hai diém A, B thuoéc Ox. Hai diém C, D thuéc Oy. Tim tap
hgp nhitng diém M ném trong géc xOy sao cho hai tam gidc MAB va MCD
c6 cung dién tich.

Cho tif gidc ABCD ngoai ti€p dudng tron (I). Goi M, N 1a trung diém céc
dudng chéo AC, BD. Chimg minh rang ba diém M, N, I thdng hang.

Cho luc gidc ABCDEEF c6 cic cap canh ddi song song. Goi M, N, P, Q, R,
S theo thit tu 12 trung diém clia cdc canh AB, DE, BC, EF, CD, FA. Chung
minh ring cdc dudng thaing MN, PQ, RS déng quy.

Cho tam gidc ABC va diém M ndm trong tam gidc sao cho

AMB - C = AMC - B.
Chirng minh ring AM va cdc dudng phéan gidc cla cdc géc ABM, ACM
dong quy.
Cho tf gidc ABCD noi tiép dudng tron (0). V& tia Ax vudng géc véi AD
cat BC tai E. V& tia Ay vuong géc v6i AB cit CD tai F. Ching minh rang
ba diém E, O, F thang hang.
Cho duong tron (O) noi ti€p tam gidc ABC, ti€p xtic véi canh BC tai D.
Goi M, E ldn lugt 1a trung diém cha BC, AD. Chitng minh rang ba diém
E, O, M thang hang.

15



24,

25.

26.

27.

28.

Puong tron noi ti€p tam gidc ABC ti€p xic véi BC, AC l4n lugt tai A', B'.
Goi M, N l4n lugt 12 trung diém cta AB, AC. Ching minh ring A'B', MN
va phan gidc géc ABC doéng quy.

Cho tit gidc ABCD c¢é hai dudng chéo cit nhau tai M, AMD = 120°,
AM = MD. Trén BC, AB va CD lan luot 18y E, K va P sao cho KE song
song v6i AC, PE song song v6i BD. Chitng minh ring tdm dudng tron
ngoai ti€p tam gidc KPE ndm trén AD.

Cho tam gidc nhon ABC cé truc tam H. Goi M, N l4n luot 12 trung diém
clia cdc doan thing AH, BC. Cic phan gidc trong clia cic géc ABH, ACH
cit nhau tai P. Chiing minh ring ba diém M, N, P thing hang.

Cho tam gidc ABC c6 trong tam G. Mot diém P thuoc canh BC. Céc dudng
théng qua P theo thi tu song song v6i CG va BG cat AB, AC 1an lugt tai E va
F. Giao diém cla EF véi BG va CG 1a I va J. Ching minh rang EI = IJ = JF
va PG di qua trung diém cua EF.

Cho dudng tron (O) dudng kinh AB = 2R. Diém C thudc dudng tron
(C khong tring véi A va B). Trén nlra mat phing by AB c6 chia diém C ké
tia ti€p tuyén Ax véi (O). Goi M 1a diém chinh giita ctia cung nho AC. Tia
BC cat Ax tai Q, AM cit BC tai N, AC cét BM tai P.

a) Ching minh ring tam gidc ABN can.

b) Gai K 1a diém chinh giita chia cung AB (cung khong chita C). Hoi c6 thé
xdy ra trudng hop ba diém Q, M, K thing hang khong ?

¢) X4c dinh vi trf cha C trén nlta dudng tron tam O dé dudng tron ngoai
ti€p tam gidc MNQ ti€p xtic véi (O).

Chuyén dé 3

HO CAC BUGNG THANG DI QUA MOT DIEM CO DINH,

TIEP XUC VOI MOT DUONG TRON CO DINH

D6i véi bai toan ching minh ho cidc dudng thing di qua mot diém ¢6 dinh

hay ti€p xic véi mot dudng tron cd dinh, mot van dé rdt quan trong 1a du dodn
dugc yé€u t6 cd dinh néi trén. Muon dy dodn dugc diém c6 dinh (hay dudng

16
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tron c6 dinh) ma ho cdc dudng thang luén di qua (hay tuong tng luén tiép xic)
ta thuong st dung cdc phuong phdp sau.

* Gidi bai todn trong nhitng trudng hop dic biét dé thdy duge yéu td co
dinh cén tim (diém hay dudng tron). Tir d6, suy ra trudng hep téng quét.

* Xét nhitng dudng thang dic biét clia ho dé suy ra yé&u t6 c6 dinh cin tim.

* Dua vao tinh déi xitng, su binh ding cha céc déi tuong (néu c6) dé han
ch& dugc pham vi c6 thé clia y&u t6 c6 dinh.

* Dung phép suy dién dé khang dinh : Néu ho cdc dudng thang di qua mot
diém c6 dinh hay tiép xic v6i mot dudng tron c6 dinh thi diém ¢6 dinh cin tim
hay dudng tron ¢é dinh cin tim bit budc phai 12 mét d6i tuong cu thé nao dé.

Vi du 1. Cho tam gidc ABC. Trén nira mat phing R
bd AC ké tia Cx song song v6i AB va tia Cy sao cho
tia Cx nam & phéin trong cha géc BCy. Mot dudng
thang bat ki qua B cit Cx, Cy l4n luot tai D va E. Goi P
F la giao diém clia AD va BC. Ching minh ring EF
luén di qua mot diém c6 dinh.

Loi gidi. (h.11)

Goi P, Q lan luot 1a giao cia EF vdi AB, CD va
R la giao cua tia d6i Cy vé6i AB.

Ta cé
QC _PR QC_PB -
QD PB QD PA
; PB PR PB PR
Vay — =— hay — = —.
PA PB AB BR
DOdéE:l—ESUyraE+E=InghialapB= AB.BR '
AB BR AB BR AB + BR

Do ba diém A, B, R ¢6 dinh nén P c¢6 dinh.

Vay EF lu6n di qua P ¢6 dinh.

Vi du 2. Cho hai diém A va B lan luot thay déi trén hai canh Ox, Oy cla
géc nhon xOy sao cho OA — OB = a khéng déi (a duong). Chimg minh rang

dudng thing A luén di qua mot diém c6 dinh. Biét ring A di qua trong tam G
cta tam gidc OAB va vuong géc véi AB.

2 - CCBHHBD...A 17



Léi gidi. (h.12)

Hinh 12

Goi P 14 diém trén Ox sao cho OP = a. Goi M
la giao diém ctia dudng trung truc cha AB véi
dudng tron ngoai tiép tam gidc OAB (B va M
nadm vé hai phia cia OA).

Ta c6 OB = PA, MB = MA va OBM = OAM.

Vay AMOB = AMPA do d6 MO = MP suy
ra M thudc dudng trung truc chia OP. Mat khic
OMP = BMA = xOy khong d6i, nén M c§ dinh.
Goi I 1a trung diém cha AB thé& thi A // MI suy ra

ON OG 2

A cit OM tai Nsaocho — = — = =,
) oM Ol 3

Vay A di qua diém N ¢6 dinh.

Vi du 3. Cho doan thang BC vé6i trung diém I va dudng thing A sao cho A
vuong goc v6i BC. Diém A thay d6i trén trung truc ctia BC sao cho Al 16n hon
khoang cach tir A t6i A. Giao diém clia AB, AC v6i A Idn lugt A E va F. Goi M

12 mot diém thudc A sao cho AM = %EF Chitng minh rang AM luén ti€p xic

v61 mot dudng tron co dinh.

Loi gidi. (h.13)

Gia sit M va N thuoc A sao cho | N
AM = AN = -;-EF . /

Cdc doan thang AM, AN, AE lan luot cit
dudng thang qua C song song véi A tai M,, N,

E,. Taco

suy ra

nén

Do dé6

18

AM = AN = %EF
AM, = AN, = —

AM, = Al = AN,

[

AM_I = AIM,, = IM_C.

EY

./,

No

lCEO I M

r— A

0 Hinh 13
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Vay M/l 1a phan gidc ngoai géc M, cia tam gidc AM_N,. Do tam gidc
AM N, cén tai A va Al // M_N, nén AI 1a phan gidc ngoai géc A cla tam giic
AMgN,. Vay I 1a tam dudng tron bang ti€p géc N, clia tam gidc AMN,. Mt
khéac IC L M N, nén duong tron dudng kinh BC ti€p xic véi cdc canh cla tam
gidc AM N,. Vay AM Iluén ti€p xdc véi duong tron dudng kinh BC

¢6 dinh.

Vi du 4. Cho AB la mét day cung khic duong kinh clia dudng tron (O).
Diém C thay déi trén cung 16n AB clia dudng tron (O). Pudng tron (I) noi tiép
tam gidc ABC ti€p xiic véi cdc canh CA, CB lan lugt tai M va N. Chiing minh
rang MN lu6n ti€p xdc v6i mot dudng tron c6 dinh.

Lai gidi. (h.14)

Gia str (I) ti€p xtc v6i AB tai P. Goi K 1a

- trung diém clia AB va A', H, B' 14n luot 13 hinh
chi€u vuong géc cia A, K, B xuéng MN.

Ta c6, ACB = a khong déi khi C thay déi.

AA'= AM.sinAMA’ = AM.sin CMN

= AM. sin[90° - %)

Hinh 14
= AP.sin (900 _ 3).
2
) 0 O
Tuongty BB'= PB.sm(90 —5)
1 , , 1 . o «
Vay KH =E(AA+BB)=5(AP+BP)sm 90 —5

- %AB.sin(90° - %) khong déi.

Vay MN luon ti€p xic véi dudong tron tdm K ban kinh

R= lAB.sin[90° - 3).
2 2
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Vi du 5. Cho A va B ldn lugt thay déi trén hai canh Ox, Oy cia géc xOy

sao cho chu vi tam gidc OAB luén bang 2p khong déi. Ching minh ring AB
ludn ti€p xic véi mot dudng tron ¢b dinh.

Loi gidi. (h.15)

Gia stt duong tron (I) bang ti€p géc O cla
tam gidc OAB ti€p xiic v6i Ox, Oy lan lugt tai
M va N.

Khi d6 OM + ON = 2p va OM = ON.

29.

30.

31.

32.

33.
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Viy OM = ON = P.

B\ N
\ Do d6 M va N ¢6 dinh. Vay duong tron (I)
Hinh I5 ¢6 dinh. Do d6 AB luon tiép xiic véi (I) ¢6 dinh.

<y

Bai t&p

Cho hai duong tron (O) va (O") cit nhau tai hai diém A va B. Qua A ké mot
cét tuyén MN (M € (0), N € (0O')). Ching minh riang dudng trung truc A
ctia doan MN luén di qua mot diém cd dinh.

Cho diém B ¢6 dinh trén canh Ax cia géc vuong xAy. Diém C thay déi
trén Ay. Duong tron noi ti€p tam giac ABC tiép xic véi cdc canh AC, BC
lan lugt & M va N. Chitng minh ring MN luén di qua mot diém ¢6 dinh.
Cho dudng tron (O) va diém S c6 dinh nim ngoai (O). Mot dudng kinh AB
di chuyén quanh tam O. Ching minh ring dudng tron ngoai ti€p tam gidc
SAB luon di qua hai diém co dinh.

Cho dudng tron (O) va hai diém M, N ¢6 dinh (M ndm ngoai (O), N nam
trong (O)). Mot day cung AB thay déi cta dudng tron (O) va di qua N. Hai
cét tuyén MA, MB cét dudng tron (O) tai diém thd hai ldn lugt 14 C, D
(C# A, D # B). Ching minh rang :

a) Dudng tron ngoai ti€p tam gidc MAB di qua hai diém c6 dinh.
b) Dudng thing CD di qua mot diém c6 dinh.

Cho A la moét diém c¢6 dinh thuoc canh Ox clia géc xOy. Mot dudng tron
(I) tiép xuc véi Ox va Oy lan lugt tai D va C. Tié€p tuyén thit hai ké tr A
t6i (I) ti€p xic véi (I) tai E. Chiing minh riang DE luén di qua mot diém
c6 dinh.

R

N

fog
9

g,



-
4,52,

% 9

'1’31

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Cho tam gidc ABC va mot dudng thing A khong song song véi cdc canh
cta tam gidc (A, B, C ndm vé mot phia cia A ). Mot dudng tron thay déi
qua Bva Ccit A tai M va N. Ching minh ring duo‘ng tron ngoai ti€p tam
gidc AMN luon di qua hai diém cé dinh.

Cho hai dudng tron (O) va (O,) c6 ban kinh khdc nhau ti€p xic ngoai véi
nhau tai A. Mot dudng tron thay ddi ti€p xic v6i 0,0, tai A va cit (Oy),
(O,) 1an lugt tai B, C. Chitng minh rdng BC luén di qua mot diém cd dinh.
Cho tam gidc nhon ABC c¢6 céc dudng cao AA|, BB, CC, cét nhau tai H.
Céc di€ém A,, B,, C, ldn lugt thay déi trén céc doan A |C, B;A, C;B sao cho

—

AHA, = B;HB, = C,HC, .
Chiing minh rang tam dudng trdn ndi tiép tam gidc A,B,C, ¢ dinh.

Cho hai dudng tron (O;) va (O,) cét nhau tai hai diém A va B sao cho Oy,
O, ndm vé hai phia cia dudng thiang AB. Hai diém M va N lan lugt thay
déi tren (0,), (O,) sao cho MBN = o khong ddi va M, N nam vé hai phia
cia AB. Gia sur cdc tia OM va O,N cét nhau tai P. Ching minh rang
dudng tron ngoai tiép tam gidc PMN di qua mot diém ¢6 dinh.

Cho A la m¢t diém thay ddi trén nira dudng tron dudng kinh CB. Ha
AH vuéng géc véi CB. Goi (O)), (O,) lan lugt 1a cdc dudng tron noi ti€p
cdc tam gidc CAH, ABH. Ching minh ring dudng thing qua A vuodng goc
v6i 00, 1udn di qua mot diém c6 dinh.

Cho tam gidc ABC can tai A. Hai diém D va E theo thi ty thay déi trén
AB, BC. Goi F 1a chan dudng vuoéng géc ha tir D xuéng BC. Ching minh
ring né€u EF = %BC thi dudng thing qua E va vuoéng géc véi DE luon di

qua mot diém c6 dinh.
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Chuyén dé 4

BAI TOAN LIEN QUAN T(?I DUONG CAO,
DUONG TRUNG TUYEN, BUONG PHAN GIAC
TRONG TAM GIAC

Trong tam gidc ABCtacé6:

1) Céc b6 ba dudng cao, ba dudng trung tuyén, ba dudng phan gidc déng quy.
Tinh chat nay cho ta mot phuong phép chitng minh cdc dudng thing dong quy.

2) Céc diéu kién sau la tuong duong :

* G la trong tam cua tam gidc ABC.

* G la giao clia hai dudng trung tuyén cla tam gidc ABC.

* G thudc trung tuyén AM (M 1a trung diém ctia BC) va GA = 2GM.

* G nam trong tam gidc ABC va ba tam gidc GAB, GBC, GCA c6 cung
dién tich.

3) Goi I Ia tdm duong tron ndi ti€p cua tam gidc va AD la dudng phan gidc
trong géc A. Khi dé :

‘ DB AB IA AB+AC
DC AC’ I  BC
Vi du 1. Cho tir gidc ABCD c6 hai dudng chéo vuong géc vé6i nhau va cét

nhau tai O. Trén doan thing OC 14y diém M, trén doan thang OB ldy diém N
sao cho

OBM = OCD va OCN = OBA.

A Chitng minh ring AN // DM.
Loi gidi (h.16)
5 0 5 Goi K 12 giao diém clia BM véi CD.
Ta cé ADOC v»» ADKB (g.g).
M Suy ra BKD = COD = 90°.
) Vay tam gidc BCD c6 hai duong cao BK va CO
c cét nhau tai M. Do d6 DM 1L BC. Tuong tu, AN 1 BC.
Hinh 16 Vay AN // DM.
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Vi du 2. Tir mét diém M nidm trong tam gidc ABC, ké cdc tia Mx, My, Mz theo
thit ty vuong géc va céat véi BC, AC, AB. Lan lugt 18y Ay, B}, C; sao cho MA| = BC,
MB; = CA, MC, = AB. Chiing minh riang M 1a trong tam tam gidc A;B;C;.

Loi gidi (h.17) ‘

Trén tia d6i cha tia Mx 1dy diém A, sao cho

MA, = MA, = BC.

Tacd:

I

B;MA, + ACB = 180°,

A,MB, + BMA| = 180°.

Suy ra A,MB; = ACB.-

A
Vﬁy AAzMBl = ABCA do dé SAZMBI = SBCA' 1 X
Mat khac SAZMBI = SAIMBI Hinh 17
nén Sa,MB, =S aBcC:
Tuong ty Spmc, = SaBc ScMa, = SaBc

Vay ba tam gisc A;MB;, BMC,, C;MA, c6 cing dié¢n tich. Do dé M Ia
trong tam tam gidc AB;C;.
Vi du 3. Cho L, N l4n lugt 1a céc trung diém clia cdc dudng chéo AC va

BD cua tif gidc noi ti€p ABCD. Chitng minh rang néu BD la phan gi4c cua goc
ANC thi AC 1a phan giac cua goc BLD.

Loi gidi. (h.18) Dung hinh thang cAn BDCE.
Lay S sao cho ADSC 1a hinh thang can.

S

Oy
Tacé  BNE = CND = AND. ‘\‘
Suy ra ba diém A, N, E thing hang. 5 f& i

A

Do N Ia trung diém cta BD nén

SABE = SADE-

Do d6 AB.BE = AD.DE ma DE = BC va E
AD = CS nén Hinh 18
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AB.BE = AD.BC = CS.CB.
Khi d6 AB.AS = AB.CD = AB.BE = CS.CB.

Mat khac ABS + BCS = 180° nén Saps = Spcs.

Do d6 BS di qua trung diém L clia doan AC.

Suy ra ALB = SLC = ALD.

Vay AC Ia phan gidc clia géc BLD.

Vi du 4. Cho diém M nam trong tam gidc ABC. Goi H, I, K 14n lugt 1a

hinh chiéu vuéng géc clia M xuéng céc canh BC, CA, AB. Pudng thing qua A
vudng goéc voi KI cét dudng thing qua C vudng géc véi HI tai N. Gia sk

HIK = 90°. Chirng minh rang N Ia truc tam ctia tam gidc BHK.

Loi giai (h.19)

Goi A;, By, C; lan luot 1a cdc diém doi
xting cia M qua BC, CA, AB. Ta c6 AN, CN
lan luot 1a trung truc cha BjCy, BjA;. Do d6 N

la tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc AB;C;.

B H ¢ Mat khac
\/ A|B,C, = HIK = 90°

Aq
Hinh 19
Do dé6 KN // MA suy ra KN L BH, va HN // MC; nén HN 1 BK.

Vay N la tryc tam tam gidc BHK.

nén N 12 trung diém cta AC;.

Vi du 5. Cho AB la mét day cung khac dudng kinh clia duong tron (O).
Diém C thay déi trén cung 16n AB. Goi A', B' 14n luot
la hinh chi€u vuéng géc cia A, B xudng phan gidc
g6c ACB. Chiing minh rang A', B' thudc nhitng dudng
tron c@ dinh.

Loi gidi (h.20)

Phan gidc géc ACB lu6n di qua diém M chinh
gita cung nho AB cla dudng tron (O).

Khi d6 A', B' lan lugt thudc cédc dudng tron
duong kinh AM, BM c¢6 dinh. Hinh 20

C
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Bdii tap
40. Cho tam gidc ABC véi trung tuyén CM. Diém D thudéc doan BM sao cho
BD = 2MD. Biét ring MCD = BCD . Chting minh ring ‘ACD = 90°,

41. Cho tam gidc ABC vuodng can tai A, M 1a trung diém clia AC. Pudng thang

qua A vuong géc véi BM cit BC tai D. Tinh —g%—

42. Cho hinh vuéng ABCD. Diém M nim trén doan BD. Goi P, Q lan luot l1a
chin cdc dudng vuong géc ha tr M xudng BC, CD. Chitng minh rdng ba
dudng thang AM, BQ, DP déng quy.

43. Cho dudng thang / vi tam gidc ABC. Cic dudng thing d6i xtng véi [ qua
cac canh cla tam gidc ABC gidi han cho ta tam giac A'B'C'. Chiing minh
ring tam I cha dudng tron ndi tiép tam gidc A'B'C' thudc dudng tron ngoai
ti€p tam gidc ABC.

44. Cho tam gidc ABC, cdc dudng phan gidc BE, CF. Diém M thudc doan EF.
Goi P, Q, R lan lugt 1a hinh chi€u vudng géc cia M xudéng BC, CA, AB.
Chiing minh ring MP = MQ + MR.

45. Cho hinh vuong ABCD, M va N 1a hai diém thudc cdc canh BC, CD sao

cho MAN = 45°. Cic doan thing AM, AN lan luot cit BD tai P, Q. Goi R
12 giao diém clia MQ va NP. Chiing minh ring AR vuéng géc véi MN.

Chuyén dé 5

PUGNG TRON NOI TIEP,
DUONG TRON BANG TIEP TAM GIAC

1) Cho tam gidc ABC. Khi d6 cac di€u kién sau la tuong duong:
* ] 1a tam duong tron noi ti€p tam gidc ABC.

* | thuéc dudng phan giic trong géc A va BIC = 2 + 90°.

N | 3>)
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—~ ~

« I nim trong tam gidc ABC va BIC = % +90° ; CIA = —}22 +90°.

2) Cho tam gidc ABC. Khi d6 cdc di€u kién sau la tuong duong :
* J 1a tam dudng tron bang ti€p géc A cua tam gidc ABC.

~

* J thudc dudng phan giéc trong géc A, ndm ngoai tam gidc va BIC = 90° - >

—~

> \o o s T A
* J thuoc phan gidc ngoai géc B va BJC = 90° — >
3) Trong mot tam giac trung diém cta doan néi tam dudng tron noi ti€p véi
mdi tAm dudng tron bang ti€p nim trén dudng tron ngoai tiép.
4) Trong mot tam giac, tdm dudng tron ndi tiép 1a tryc tam cha tam gidc ¢
ba dinh 1a ba tam dudng tron bang tiép.

Vi du 1. Cho tam gidc ABC c6 canh BC nho nhat. Trén AB, AC lan lugt
18y hai diém D, E sao cho DB = BC = CE. Chiing minh ring khodng cédch giita
tam dudng tron nodi ti€p va tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC bang ban
kinh dudng tron ngoai ti€p tam giac ADE.

Loi gidi (h.21). Goi O, I 14n luot 12 tam dudng tron ngoai ti€p, nodi ti€p tam
gidc ABC.

Ha ON va IM vuéng géc v6i AB. Dat
BC =a, AC=b, AB = c. Xét tam gidc OPQ
nhan I lam tam dudng trdon ngoai ti€p va
OQ // AB, OP // AC.

Ta cé

0Q = 2MN = 2(BN - BM)

ok b RSP

2 2
Tuong tu AD = OP.
Hinh 21 Xét hai tam gidc QOP va EAD cé:

0Q = AE, OP = AD v POQ = DAE.
Suy ra AQOP = AEAD (c.g.c). T d6 ta cé diéu phai ching minh.
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s 2 A
beg

L)
- QC)

Vi du 2. Trén dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC 1y mot diém M. Goi N
12 mot diém nidm trong tam gidc. Cic diém A', B, C' lan luot d6i xing véi M
qua AN, BN, CN. Biét ring AA', BB, CC' song song vé6i nhau. Chiing minh
rang N 1a tam dudng tron noi ti€p tam gidc ABC. .

Loi gidi (h.22)

Khong mat tinh téng quat c6 thé coi M thudc cung AC (cung khong chia B).

Dé dang chiing minh dugc AA' // CC' nén

A'AC + C'CA = 180°,
do do

m+&+c’:"c?~1+62=1800
= MAN + Aj + MCN + Cy = 180°
= MAC + 2A1 + MCA + 2C; = 180°
— MBC + 2A] + MBA +2C = 180°

= ABC + 2(A1 + Cy) = 180°

= ABC + 2(180° — ANC) = 180° Hink 22
= ANC = 90° + %KBE.
Tuong tu ANB = 90° + %ﬁ
BNC = 90° + %15\?:.
Vay N la tdm duong tron noi ti€p tam gidc ABC.

Vi du 3. Cho tﬁm giac ABC c6 tam dudng tron ndi ti€p 1. Duong tron bang
ti€p géc A ti€p xiic v6i BC, CA, AB l4n luot tai M, N, P. Chiing minh rang

SMNP < 4SIBC
Loi gidi (h.23)
Ta c6 MNP = ANP - CNM

= (9o° —lK) - (90O —1@)
2 2
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A — ~ —~
- liem-1a —(A+B)—1A
2 2 2
1 o~ ————
= —B =1IBC
2
B c Vay MNP = IBC. Tuong tu MPN = ICB.
% Vay AIBC «» AMNP (g.g).
2
N Suy ra Sli:(_Bg) ) (1)
Symp  \PN
Ta cé BC= %(PB+BC+CN)>%PN
Hinh 23
do d6 LN @)
PN 2

Tur (1) va (2) ta c6 di€u phai ching minh.

Vi du 4. Goi A 12 mét ti€p tuyén clia dudng tron (O) va M 1a mot diém
ndm trén dudng thing A. Hai diém P va Q thay déi trén A sao cho M Ia trung
di€ém cta doan PQ. Cdc ti€p tuyén (khic A) clia (O) qua P, Q cét nhau tai A.

Ching minh ring A thuoéc mot dudng thing c6 dinh.

Loi gidi (h.24)

Ta dé dang nhan thay (O) hodc 1a dudng tron
ndi ti€p hoac la dudng tron bang ti€p géc A cua
tam gidc APQ.

Truong hop 1 . Néu (O) l1a dudng tron nodi
ti€p tam gidc APQ. Goi X 1a ti€p diém clia A véi
(0), Y 1a diém déi xing véi X qua M. Khi dé Y 1a
tiép diém cta dudng tron bang ti€p géc A cha tam
gidc APQ véi canh PQ.

Goi Z 1a diém d6i xiing véi X qua tim dudng
tron (O). Tiép tuyén cha (O) tai Z cit AP, AQ
lan luot tai U, V. Ta ¢6 UV // PQ va (O) la
dudng tron bang ti€p géc A ctia tam giic AUV.
Ta c6
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47.

48.

49.

50.

51.

52.
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b) OH cét AB, AC lan lugt tai E, F. Ching minh ridng chu vi tam gidc AEF
bing AB + AC.
¢) Chiing minh ring OH = |AB - AC/.
Cho tam gidc ABC c6 dudng tron ndi ti€p (I ; r). Diém M thudc canh BC,
duong tron (I ; r)) noi ti€p tam gidc AMC. Céc diém B, C' 14n lugt thudc
canh AB, AC sao cho B'C' song song véi BC va B'C' ti€p xtic véi (I} ; ).
Goi N Ia giao cia AM véi B'C' va (I, ; 1) 1a duong tron ndi ti€p tam gidc
AB'N. Ching minh rang r; + 1, =T.
Cho tam gidc ABC, hai diém M va N thuoc canh BC. Goi 1y, 15, 13, 14 ln
lugt 1a ban kinh cdc dudng tron ndi ti€p cdc tam gidc ABM, ABN, CAN,
ACM. Ching minh réng r = r3 khi va chi khi ry = r4.
Cho tam gidc ABC. Goi 1, 1, rg, Ic lan lugt 1a ban kinh dudng tron noi
ti€p, cdc dudng tron bang ti€p goc A, B, C clia tam gidc ABC.
Ching minh rdng 1.1 + L + i

I Iz Ig I
Cho tam gidc ABC vuong tai A, dudng cao AH. Goi Oy, O, 14n lugt la tam
dudng trdn noi ti€p cac tam gidc ABH, ACH. Dudng thing 0,0, cit AB,
AC tai lan lugt M, N. Ching minh ring AM = AN.
Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (0). Cic diém A,, B, lan luot 1a
diém chinh gifta BC (khong chua A), EK (khong chia B). Dudng tron
(A,) ti€p xuc véi canh BC, dudng tron (B,) ti€p xuc v6i canh AC. Ching
minh ring tdm dudng trdn ndi ti€p tam gidc ABC thudoc mot tiép tuyén
chung cua (A,) va (By).
Cho tit gidc ABCD ngoai ti€p dudng tron (O). Cac diém M, N, P, Q lan luot
1a céc ti€p di€ém cla (O) vdi AB, BC, CD, DA. Goi (0)), (O,), (03), (Oy4) lan
luot 1a cdc dudng tron ndi ti€p cac tam giac AMQ, BMN, CNP, DPQ. Goi
Ay, Ay, Az, Ay 18n lugt 1a céc ti€p tuy€n chung ngoai cla cac cap dudng tron
(O)) va (0y) ; (Oy) va (03) ; (O3) va (Oy) ; (O4) va (O)) (cic ti€p tuyén
chung nay khong chita canh cla ti gidc ABCD). Chiing minh ring A, A,,
A3, A4 gi6i han cho ta mot hinh thoi.



Chuyén dé 6
TU GIAC NOI TIEP

* Cho tf gidc ABCD c6 hai dudng chéo cét nhau tai N, hai dudng thing
AB, CD cit nhau tai M (h.26). Khi d6 cdc diéu sau tuong duong :

1) Tt gidc ABCD noi tiép ;

A
ii) ACB = ADB ; B
iii) ABC + ADC = 180°;
iv) MA.MB = MC.MD ; 5 G M
v) NA.NC = NB.ND. Hinh 26

* Cho tam gidc ABC va diém S thudc tia d6i cla

A
tia BC (h.27). Khi d6 céc diéu sau tuong duong :
1) SA ti€p xiic véi dudng tron ngoai ti€p tam
gidc ABC;
ii) ACB = BAS;
C B S

iii) SA2 = SB.SC. Hinh 27

Vi du 1. Cho tam gidc ABC c6 dudng tron néi ti€p tam I ti€p xtc véi cic
canh AB, AC lan luot tai E, F. Cic dudng thfmg BI, CI 14n luot cit EF tai M, N.
Chiing minh rang bon diém B, M, N, C thugc cling mot dudng tron.

Loi gidi (h.28)

A
* Néu M thuoc tia doi ciia tia EF, ta ¢6
Mic=24C o900 2 s
2 E
= AFE = MFC. g
Vay tt gide [FMC noi tiép do dé
B C

BMC = IFC = 90°.
« Néu M thuoc doan EF, bing cich 1am tuong
tr ta cling suy ra BMC =90° Vay ta luon ¢6 BMC = 90°. Tuong tu
BNC = 90°. Do d6 bon diém B, C, M, N thuoc ciing mot dudng tron.

N | o)
(NI o]

Hinh 28




Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC, AH la dudng cao xudt phat tir A. V¢
phia ngoai tam gidc dung cic tam gidc vuéong AMB va ANC doéng dang véi
nhau (vuong tai M, N). Goi T 1a trung diém ctia BC, chitng minh ring cdc diém
T, H, M, N thuéc cing mét dudng tron.

Loi gidi (h.29)
A N Goi E, F l4n luot 1a trung diém cla AB,
AC. Do cic tam gidc AMB va ANC dong
g F dang véi nhau suy ra
M AEMT o AFTN do d6 EMT = FTN. (1)
B H T o} Do AMBH, AHCN la céc tir gidc noi ti€p
Hinh 29 nén BHM = BAM, CHN = CAN.,

Mait khdc BAM = CAN nén
MHN = 180° — BHM — CHN = 180° — 2BAM = 180° — BEM

—— e

= EMT + BET + ETM = EMT + ETF + ETM. (2)

— e m— —

Tu (1) va (2) suy ra MHN = FIN + ETF + ETM = MTN.
Vay céc diém M, H, T, N thudc cling mot dudng tron.

Vi du 3. Cho hinh thoi ABCD ¢6 géc B = 60°. Mot dudng thing di qua D
khong cét hinh thoi nhung cit cdc dudng thing AB, BC lan luot tai E, F. Goi M
12 giao diém clia AF, CE. Ching minh ring AD ti€p xdc v6i dudng tron ngoai
ti€p tam gidc MDF.

Loi gidi (h.30)

Ta ¢c6 AAED ¢» ACDF nén 5
AE CD AE AC A
= hay = .
AD CF AC  CF
- ., Ao S n A C !
Mat khiac CAE = FCA nén AAEC v» ACAF. A V ;
Suy ra ACE = CFA , do d6 AACM o AAFC. .‘ |
AM  AC 2 . ‘
Suy ra — = —= hay AC" = AM.AF. Do do
YR e ar E P F
AD? = AM.AF. Hinh 30

Vay AD ti€p xuc v6i dudng tron ngoai ti€p tam gidc MDF.
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Vi du 4. Cho i gidc ABCD ni 1i€p dudng tron (Oy). Céc tia AB va CD cét
nhau tai M, cdc tia AD va BC cdt nhau tai N. Dudng tron ngoai tié€p tam gidc BMN
cét (O)) tai diém B' khdc B. Chitng minh ring B'D di qua trung diém ctia MN.

Loi gidi (h.31) )

Goi I 1a giao diém clia B'D véi MN.

M
Tacé IMB'=180° - B'BC = B'DC 7 a8/ NN
r— — rm— I,/——~ N \
nén IMD = IMB' - DMB' gl D\
. I I
=B'DC - DMB' = MB'D. !\/'01 ANY.
Do d6 IM ti€p xiic véi dudng tron ngoai ti€p tam 8 \\\ // C //' N
gidc B'DM suy ra IM? = ID.IB'. ol L
Tuong tu IN* = ID.IB'. Hinh 31

Vay IM = IN, ta c6 diéu phai chiing minh.

Vi du 5. Cho dudng thing A va mot diém A c6 dinh ndm ngoai A, H 1a
hinh chi€u vuéng géc clia A xudng A. Hai diém B, C thay déi trén A sao cho
g6c BAC vuong. Goi E, F 1an lugt 1a hinh chiéu vuong géc cia H xudng AB,
AC. Ching minh rang:

a) Bon diém B, E, F, C thuoc cung moét dudng tron (O) ;

b) Pudng tron O) luén di qua hai diém c6 dinh.

Loi gidi (h.32)

a) Theo hé thirc lugng trong tam gidc vuéng

tacéd
AE.AB = AH” = AF.AC.

Vay cdc diém B, E, F, C thuoc ciing mot dudng
tron. '

b) Goi M, N l4n luot 1a cdc giao diém cla
(O) v6i AH (M thudc doan AH).

Ta cé

Hinh 32 HM.HN = HBHC = AH®.. (1)

Ma AH? = AE.AB = AM.AN = (AH - HM)(AH + HN)
= AH® - HM.HN + AH(HN - HM).
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do dé HM =

53.

54.

5S.

56.

57.

58.

34

Suy ra HN - HM = AH. 2)
Tu (1) va (2) tacd
HN — HM = AH va HN.HM = AH?

J5-1 . J5 +1
2

AH va HN = 5 AH.

Vay (O) luén di qua M, N ¢6 dinh.

Bai tap

Cho tir gidc ABCD, AB va DC cét nhau tai M, AD va CB cét nhau tai N.
Ching minh rang tir gidc ABCD noi ti€p khi va chi khi cdc phan gidc cla

- cdc goc AMD va DNC vuodng géc véi nhau.

Cho hinh binh hanh ABCD c¢é6 ABC > 90°. Ha DA', DC, DD' lan luot
vuong géc véi AB, BC, AC. Goi O 1a giao diém ciia AC va BD. Ching
minh ring céc diém A, O, C', D' thudc ciing mot dudng trdn.

Pudng phan gidc géc BAD cua hinh binh hanh ABCD cét canh BC va
dudng thing CD l4n luot tai M, N. Ching minh ring :

a) TAm dudng tron ngoai ti€p tam gidc CMN thudc dudng tron ngoai ti€p
tam gidc BCD.

b) Néu K 1a giao clia cdc dudng tron ngoai ti€p cdc tam gidc CMN, BCD
(K # C) thi AKC = 90°,

Cho tam gidc ABC vuéng tai A. Goi D 1a m6t diém thudc canh huyén BC
va E 1a diém d6i ximng v6i D qua AB. Goi G 1a giao diém clia AB véi DE.
Tir giad diém H cha AB va CE ha HI vuong géc véi BC. Céc tia CH, IG cat
nhau tai K. Chiing minh ring KC la phan gidc cua géc IKA.

Cho tam gidc ABC, dudng cao AD. Goi E, F 12 hai diém nim trén mot
dudng théng qua D sao cho AEB = AFC = 90°. Goi M, N lan luot la trung
diém cla BC, EF. Chitng minh ring ANM = 90°.

Cho tam gidc nhon ABC c6 céc dudng cao BB;, CC;. Dudng thing B,C,
cat BC tai M. Goi O Ia trung diém ctia BC. Gia skt cdc dudng tron ngoai

3 -CCPHHBD...B
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ti€p cac tam gidc OBC; va OCB; cit nhau tai diém thd hai P. Ching minh
ring OPM = 90°.

59. Cho tir gide ABCD noi ti€p mot dudng tron. Goi Oy, Oy, O3, Oy 14n luot 1a
tdm dudng tron ndi ti€p cdc tam gidc ABC, BCD, CDA, DAB. Ching minh
ring 0;0,030 12 hinh chit nhat.

60. Cho bén diém A, B, C, D phan biét trén mot dudng trdn sao cho hai doan
thiang AB va CD cit nhau tai E. Trén doan BE 14y diém M khac B va E.
Tiép tuyén tai E cha dudng trdn ngoai tiép tam gidc DEM cit BC va AC tai

F, G. Tinh ti s& EE theo t = -A—M
EF AB

61. Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron (O). Diém M thudc canh BC. Cic
dudng trung truc clia cic doan BM, CM theo thit tu d6 cit AB, AC lan luot
tai C, B. Goi A' 1a diém d6i xdng v6i M qua B'C'. Ching minh rang
AA'BC ndi ti€p mot dudng tron.

62. Cho tam gidc ABC khong cén, M 1a trung diém ctia canh BC. Dudng cao
AD ké tir A cia tam giac. Goi E, F 14n luot 12 hinh chi€u vuéng géc cua B,
C xubng dudng kinh qua A cua dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.
Ching minh ring M 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc DEF.

63. Cho céc di€ém M, N, P 14n luot thudc céc canh BC, CA, AB clia tam giic
ABC sao cho tit gidc ANMP 12 mot hinh binh hanh. Goi D 1a diém d6i
‘xiing v6i M qua NP. Chitng minh rdng tf gidc ABCD noi ti€p khi va chi
tam gidc ABC can tai A.

Chuyén dé 7
'BAT DPANG THUC VA CUC TRI HINH HOC

Vi du 1. Cho tif gidc ABCD, M la diém thudc canh AB. Ching minh ring :

a) CMD > min{CAD, CBD} ;
b) MC + MD < max{AC + AD, BC + BD}.
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Loi gidi

a) (h.33) V& dudng tron (O) ngoai ti€p tam gidc MCD. Do doan thing AB-

cét (O) tai M nén trong hai diém A va B phai c¢6 it nhat mot diém khoéng thudc
phia trong dudng tron (O). Khong mat tinh téng qudt-cé thé gid sir diém A
khong nidm phia trong dudng tron (O). Khi dé CMD > 6-‘\]\), ta c6 diéu phai
chuing minh.
A

Hinh 34

b) (h.34)

Goi D' 1a diém dé6i xiing ctia D qua AB. Goi N la giao diém cua hai dudng
thing AB va CD'.

Do M thuéc doan AB nén hoic M thudc doan NA hoac M thudc doan NB.
Do d6

MD' + MC < AD' + AC hoac MD' + MC < BD' + BC
suy ra . MD + MC<AD + AChoac MD + MC <BD + BC.

Suy ra MC + MD £ max{AC + AD, BC + BD}.

Chui y. Trong 10i giai cla cau a) ta dd néu ra dugc dudng tron (O) ngoai ti€p
tam gidc DMC véi tinh chdt : né chia nira mat phang chia tt gidc ABCD bd CD
thanh ba phdn, nhitng diém nim ngoai, ndm trén va ndm trong dudng tron theo
thit tv d6 nhin doan CD dudi nhitng géc nho hon, bang, 16n hon géc CMD. Vi
viy dé ching minh két lun a) ta cdn phai chiing minh cé it nhdt mot trong hai
diém A, B khong nim phia trong dudng tron (O).

Theo cédch tu duy nay, néu biét khdi niém vé elip ta cling c6 thé dat dugc
mot cdch giai khac cho cau b) bing cich goi (E) Ia tap nhitng diém P sao cho
PC + PD = MC + MD, khi d6 (E) la elip di qua M va c6 hai tiéu diém C va D.
Elip (E) c6 tinh chat : né chia mat phing thanh ba phan, nhitng diém nim
ngodi, nadm trén, nam trong (E) theo thit ty d6 ¢4 téng cdc khoang cach t6i C va
t6i D 16n hon, bang, bé hon MC + MD.
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Vi du 2. Cho tit gidc ABCD néi tiép dudng tron (O). Mot dudng thang qua
C cit céc tia doi cha tia BA, DA 14n lugt tai M, N. Chitng minh ring

4Spep ( BD )2 |
SAMN

AC
Loi gidi (h.35) ,
Qua C ké dudng thang song song v6i AB cit

AN tai P, kéo dai CP ldy Q sao cho P la trung
diém cha CQ (h.35).

Tacd
BCD = 180° — BAD = APC,
nén ABCD «» AAPC.
2
Suy ra 21@ =(BDJ e

AC/
APC Hinh 35

Ta c6 PQ = PC nén Sppg = Sppc, mét khic

hai tam gidc AMC vi APQ c6 A = P nén
Sapc _ SapQ _ PAPQ _PA CP
SAMN  SamMny  AMAAN AN AM

MC NC 1(M9_+ch2__1_
" 4\MN MN 4’

(2)

MN MN 4
Tir (1) va (2) ta c6 diéu phai ching minh.
Vi du 3. Cho tam gidc ABC nhon, trung
tuyén AM c6 do dai m,, CA = b, AB = c. Ching
minh rang

%(bsinB +c¢sinC) < m,.

Loi gidi. (h.36)

Goi A la tiép tuyén tai A clia dudng tron
ngoai ti€p tam gidc ABC.

Goi T, N, H lan lugt 1a hinh chi€u vuong géc
Hinh 36 cua B, M, C xudng A.
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Ta cé IA3=I-’I’A\C, (A3='FH\B
Do dé bsinB = bsin HAC = CH,
csinC = csinBAT = BT.
Suy ra %(bsinB +c¢sinC) = %(BT + CH) = MN < AM =m,.
Vi du 4. Cho diém M nim trong géc nhon xOy. Hai di€ém A va B lan luot thay

déi trén OX, Oy sao cho 2.0A = 3.0B. Tim vi tri cia A, B sao cho 2MA + 3MB
dat gid tri nho nhait.

Loi gidi. (h.37)

Trong nlta mat phing bd Ox khéng chita Oy vé
tia Oz sao cho xOz = m

Trén tia Oz 18y N sao cho 2.0N = 3.0M. Khi
dé ANOA «» AMOB (c.g.c).

Dodéﬂ=%—=§- nén 2NA = 3BM.

BM OB 2

> Vay 2MA + 3MB = 2(MA + NA) = 2MN. Dau
\ dang thitc x4y ra khi va chi khi A 1a giao ctia doan
Hinh 37 MN véi tia Ox.
Vay 2MA + 3MB bé nhit khi A 1a giao ctia doan MN véi tia Ox va B thudc
tia Oy sao cho 2.0A = 3.0B.

Vi du 5. Cho dudng thing A va moét diém A c6 dinh khong thudc dudng
thing d6. Géc xAy c6 s6 do khong ddi quay quanh A sao cho Ax, Ay cét A tai
B, C. Tim vi tri ciia géc d6 dé BC c6 do dai
nho nhat. A

Loi gidi. (h.38)
Xét vi tri géc Ax,y, sao cho Ax,, Ay,
cat A 1an lugt tai B, C, va tam gidc AB,C,

. —_— o B C A
can tai A, XAy = x,Ay, . Gia su C thudc Bb M H C {
/ / Y YO
X ¥y y
0

B,C,, ha AH vuéng géc véi A, goi M la
diém d6i xiing vé6i C qua H. Ta ¢6 Hinh 38
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CC, = MB,, (1)
Do@z@nénﬁKB\O:éE:m.
Vay AB, la phan giic clia goc MAB. Theo tinh chit dudng phan giic ta c6

BB, AM

= —— <

MB, AB

do dé BB, > MB,. 2)

64.

65.

66.

67.

68.

Tu (1) va (2) ta c6 CC, < BB, suy ra BC2 B,C:
Vay BC c6 46 dai bé nhit khi tam gidc ABC cén tai A.

Bai tap

Cho tam gidc ABC can tai A. Hai diém K, L thudc canh ddy BC sao cho
KAL < —;—ﬁl Chimng minh rang KL < %BC.

V¢ phia ngoai cla tam gidc ABC dung céc tam gidc BCA|, CAB;, ABC; sao
cho t6ng dién tich clia ba tam gidc nay nhé hon dién tich tam gidc ABC.
Qua A, B, C; v& cdc dudng thing tuong ng song song véi BC, CA, AB.
Ching cét nhau tao thanh tam gidc MNP. Chiing minh ring

SMNP < 284,CB,AC,B-
Cho tam giac ABC vuéng tai A, dudng cao AH. Trén AB, AC ldy K, L sao
cho AK = AH = AL. Ching minh ring

1
SAKL = 7 SABC:

Cho tam gidc ABC vuéng tai A. Piém M thuoc canh BC goi D, E lan luot
12 hinh chi€u vuong géc clia M xuéng AB, AC. Tim vi tri cha M dé DE dat
gid tri nho nhat.

Cho dudng tron (O ; R) va diém A nim ngodi dudng tron. Mot dudng
thing A thay déi quanh A cét (O ; R) tai M, N. Tim vi tri cta A dé
AM + AN 16n nhat.
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69.

70.

71.

72.

Cho tam gidc ABC c6é géc A nhon. Tim vi tri dudng thing A di qua A
sao cho:

a) dB/A + dC/A dat glé trj 16n nhat ;
b) dB/A + 2dC/A dat gid tri 16n nhat.
(G d6 dp, 4 1a khoang céch tix B t6i A).

Cho dudng tron (O) va diém P ¢6 dinh ndm trong (O) khac tam O. Hai day
cung AC va BD thay déi clia (O) va vuéng géc véi nhau tai P. Tim vi tri
cia AC va BD sao cho:

a) Dién tich tit giac ABCD bé nhat ? 16n nhat ?

b) Chu vi tir gidc ABCD bé nhit ? 16n nhét ?

Cho tam gidc ABC khong can ngoai ti€p duong tron (I ; r). Xac dinh vi tri
ctia diém M trén dudng tron (I ; r) sao cho téng cdc khodng céch tr M t6i
cac canh tam giac ABC dat gi4 tri 16n nh4t, bé nhat.

Cho tam gidc nhon ABC, diém M thay déi trén canh BC. Goi P, Q lan
luot 12 diém déi xitng clia M qua AB, AC. Tim vi tri cia M dé PQ dat gid
tri nho nhat.

Chuyén dé 8
TOAN HiNH HOC TO HOP

Vi du 1. Trén mat phang cho 2005 diém phan biét. Ching minh ring ton

tai mot dudng tron sao cho trong s6 2005 diém néi trén c¢6 1000 di€ém nadm phia
trong dudng tron, cac diém con lai nam phia ngoai dudng tron.

Loi gidi. Gia st céc diém da cho 1a A|, ..., Aygps. Xét tat ca cdc dudng trung

truc clia cdc doan néi hai diém bat ki trong s6 2005 diém nay. Ly O la mot diém
khong nam trén bat ki dudng trung truc ndo trong s6 néi trén. Khi dé cdc khoang
céch tir O t6i céc diém A, ..., Ayggs d0i mot phan biét. Khong mat tinh téng quit,
gia st OA| < OA; < ... < OAyp5. LAy R sao cho OAgp0 < R < OAgp;. Khi d6
dudng tron (O ; R) thoa man bai todn.
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Vi du 2. Trong mit phiang ké 2004 dudng thing sao cho khong c6 ba
dudng nao dong quy. Tam gidc tao bdi ba dudng thang trong s6 cic dudng
thdng di cho dugc goi 1a "tam gidc xanh" néu né khong bi dudng thang nao
trong s6 cdc dudng thing con lai cét . )

a) Ching minh ring s6 tam gidc xanh khong it hon 668.

b) Chiing minh rang s6 tam gidc xanh khong it hon 1336.

Loi gidi

a) Lay mot dudng thing d bat ki trong s6 2004 dudng dd cho. Xét mot cap
dudng thing a va b trong s6 2003 dudng con lai cé khoang céch tir giao clia a
va b t6i d 1a bé nhdt (so v6i cac khoang céch tir giao clia cdc cap dudng thang
khéc t6i d). Ba dudng théng a, b, d gi6i han cho ta mot tam gidc xanh. Vay véi
mdi dudng thing d trong s6 2004 dudng ta nhin ra mot tam giac xanh, tuy
nhién theo cdch nay méi tam gidc xanh dugc tinh ba lan. Do d6 s& céc tam gidc
xanh khéng it hon 2004 : 3 = 668.

b) Theo céch 1am & cau a) néu vé hai phia clia dudng thing d déu c6 cdc
giao diém cla cdc cap dudng thing khdc thi ing véi d cé hai tam gidc xanh
nam vé hai phia cua d.

Ta ching minh ring cé khong qud hai dudng thing ma tit ca cdc giao diém
clia cdc cap dudng thang khdc nim vé cling mét phia so v6i dudng thing dé.
That vay gid sk c6 ba dudng d,, d,, d; nhu vay. Xét dudng thang thy tu d,. Goi
Ml’ M2, M3 la giao cua d4 véi dl’ dz, d3. Gia st M2 o] gxfIa Ml va M3. Khi dé
M, va M; ndm v€ hai phia cta d, : vo li. Nhu vay tng véi 2004 dudng théng s&
c6 it nhat (2002 x 2 + 2 x 2) : 3 tam gidc xanh. Do d6 s0 tam gidc xanh khong
it hon 1336.

Vi du 3. Cho moét bang ké 6 vuong 2000 x 2000, mbi 6 c6 kich thude 1.
Trén bang ta v& mot dudng tron ¢6 ban kinh 10 sao cho né khong di qua bat ki
dinh nao ciling nhu khong ti€p xiic né véi bat ki canh nao cua ciac 6 vudng.

a) Tim s6 giao diém cla dudng tron vdi cdc canh clia cac 6 vuong.

b) Goi m 12 s6 6 vuéng bi dudng tron cat. Chimg minh rang hoac m = 80
hoic m = 79.

Loi gidi

a) Duong tron ¢6 dudng kinh 20, khong ti€p xuc véi canh nao cla cic 6
vuodng nén cit 20 dudng thang nim ngang va 20 dudng thang ding (cdc dudng
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ké clia bang 6.vudng), mdi dudng thing trong sé niy cat dudng tron tai hai
diém. Vay c6 ca thdy (20 + 20) x 2 = 80 giao diém, ching doi mot phan biét vi
dudng tron khong di qua dinh cua cdc 6 vuong.

b) 80 giao diém néi trén chia dudng tron thanh 80 cung, rd rang médi cung
nam trong mot 6 vuong.

N a

* Trong s6 cdc 6 nay khong thé c¢6 6 nao
Al — (B chia téi ba cung vi néu trdi lai dudng tron s€ giao
v6i bon canh clia mdt 6 vuong, khi dé ban kinh
ctia né nho hon 10.

* Néu trong cac 6 vudng nay cé mot 6 nao dé
chita t6i hai cung suy ra dudng tron cit mot canh

7 clia 6 vuong dé, ching han canh AB tai hai diém
X phan biét M, N. Goi O la tam dudng tron. Xét hinh
X| O |y chit nhat ABYX ¢6 AX = 10 (hinh chit nhat nay

chita O) (h.39). Goi Z 1a giao diém cla hai dudng
tron tdm A ban kinh 10 va tam B ban kinh 10, sao
cho Z ndm trong hinh chit nhat ABYX. Do OA va OB déu 16n hon 10 nén O nim
trong tam gidc cong XYZ (phdn nam trong hinh chit nhat ABYX va nam ngoai cic
dudng tron tam A va B, bdn kinh 10, xem hinh v&). R& rang mién trong cla céc
tam gidc cong kiéu nay d6i mot rdi nhau nén ¢é cling 1Am mot tam gidc cong chita
O. Do d6 c6 cung 1dm mot 6 vudng chifa hai cung trong s6 80 cung néi trén. Do
d6 80 cung nay hoac nam trong 80 6 vudéng hodc ndm trong 79 6 vuodng.

Hinh 39

Ta c6 di€u phai ching minh.

Vi du 4. Gid st M 1a mot da gidc 16i. Ta ki hiéu s 12 s6 bé nhat cdc hinh
tron ban kinh 1 phtt mién da gidc M, t 14 s6 16n nh4t c4c hinh trdn d6i mot roi
nhau ¢6 dudng kinh 1 va ¢6 tam thu¢c mién da gidc. Ching minh rang s < t.

Loi gidi

Gia str cdc hinh tron l14n lugt ¢6 tam A, ..., A, thuoc mién da gidc, c6
dudng kinh bing 1 va d6i mot roi nhau.

Xét t hinh tron (A ; 1), ..., (A;; 1). RS rang t hinh tron nay pho kin mién
da gidc M. That vay néu tréi lai, khi d6 ton tai mot diém A,,; thudc mién da
gidc nhung khong thudc bat ki hinh tron nao trong s6 vita néi. Ta c6 A (A > 1,
Vi=1,2,..,t Vay (t + 1) hinh trdn c¢é dudng kinh bang 1 cé tam tai A, ..., Ay
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d6i mot roi nhau va c6 céc tam thudc mién da gidc M. Diéu nay tréi vé6i gia thiét t
la s6 16n nhat. Vay t hinh tron (A, ; 1), ..., (A;; 1) pht kin mién da gidc M.
Do s 1a s bé nhat ta dat dugc s <'t.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

B&i tap

Trén mit phéng cho 2005 diém sao cho khong c6 ba diém nio thing hang.
Xét tat ca cdc doan thang néi cdc cap diém trong s6 2005 diém nay. Chiing
minh ring v6i mbi dudng thing A khong di qua bat ki diém nao trong s6
cdc diém néi trén thi s& doan thang bi A cit 13 mot sé chin.

Trén mat phang cho 100 hinh tron c¢é ban kinh d6i mot phan biét thoa man
cac diéu kién sau :

i) Khong c6 hai hinh trdn nao roi nhau cing ndm trong mot hinh tron khdc.
ii) Néu hai hinh tron c¢6 phan chung thi hinh tron 16n chita hinh tron bé.

iii) Véi 10 hinh tron bat ki trong s6 dang xét ludn ton tai mot cap hinh tron
ma hinh tron 16n chifa hinh tron bé. Chitng minh riang ton tai 12 hinh trdn
Aj, ..., A}, trong s6 trén sao cho A; nam trong A;,,i=1, 2, ..., 11.

Trén mat phéng cho 6 di€ém sao cho véi ba diém bat ki trong chiing 1a dinh
clia mot tam gidc khong can. Xét tat ca céc tam gidc c6 ba dinh 1a 3 diém
trong 6 diém nay. Ching minh ring tén tai mot canh ma né la canh bé nhat
clia mot tam gidc dong thai lai 1a canh 16n nhat cia mot tam gidc khac
trong s cic tam gidc dang xét.

Trén mat phéng cho 2005 diém phan biét. Ching minh ring tdn tai mot
hinh vuéng sao cho trong hinh vudng dé cé diing 1000 diém trong s6 céc
diém néi trén.

Trén mat phang cho 20 diém phan biét. Ngudi ta n6i mot s6 cdp diém trong
$6 20 di€ém nay lai vdi nhau, sao cho véi ba di€ém bat ki trong ching cé it
nhét 2 diém khéong dugc ndi véi nhau. Ching minh ring s6 doan théng
khong vugt qua 100.

Trong mat phing cho mot da gidc 16i 2006 canh. Xét tat ca cdc tam gidc c6
céc dinh 12 dinh clia da gi4c di cho. Mot diém P clia mat phéng khong nim
trén bat ki canh nao clia da gidc d6. Chiing minh rang s6 tam gidc dang xét
chda diém P & trong 1a mét s6 chdn.
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79. Bén trong mot da gidc 16i ¢6 mot s6 diém phan biét. Chiing minh ring c6
thé chia da gidc nay thanh nhiing da gidc 16i nhé ma méi ching chita mot
diém trong s6 da cho.

80. Cho hitu han hinh vuéng. Ching minh ring cé thé cit mdi hinh vuéng
thanh hitu han manh sao cho tir cic manh nhan dugc ta cé thé ghép lai
thanh mot hinh vuong.

Chuyén dé 9
DINH Li ME-NE-LAUYT, PINH LI XE-VA

Trong chuyén dé 2 chiing ta da dé cap t6i mot s6 phuong phdp ching minh
cdc diém thing hang, cdc dudng thing déng quy nhu dung c4c tinh chat vé géc,
dung dinh 1i Thales. o] chuyén dé nay ta sé tim hi€éu mot phuong phdp méi cho
loai bai todn nay.

Pinh li Mé-né-lauyt. Cho ba diém A', B, C l4n luot nim trén ba dudng
thiang chda ba canh BC, CA, AB ctia tam gidc ABC sao cho trong chiing hoic
khoéng c6 diém nao, hoidc cé diing hai di€ém thudc canh tam gidc ABC. Khi dé
A', B', C' thiang hang khi va chi khi

A'B B'C CA 1
A'C B'A C'B

Chitng minh
Truong hop 1. Néu trong ba diém A', B, C' ¢é ding hai diém thugc canh
clia tam gidc ABC, ching han 1a B' va C' (h.40).
+ Néu A", B, C thang hang
Qua A ké dudong thdng song song véi BC cit
B'C taiM. Tacé:
CA_AM B'C_AC
C'B A'B B'A AM

Vay
A'B BCCA _ AM A'C A'B 1
Hinh 40 A'C BA CB A'B AM A'C
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A'B B'C C'A _ L

A'C B'A C'B

Goi A" 1a giao ctia B'C' véi BC. Theo phdn thuan ta c6
A'BBCCA_, '
A"C B'A C'B

+ Nguoc lai, né€u

A"B A'B
Suy ra = —
A"'"C A'C
Do B', C' lan lugt thuoc canh CA, AB nén A" ndm ngoai canh BC.
Vay A'B_A"B
A'C A"C
Vay ba diém A', B, C' thang hang.
Truong hop 2. Trong ba diém A', B, C' khong c6 diém nao thudc canh tam
gidc dugc chiing minh tuong tu.

va A', A" cling ndm ngoai doan BCsuyra A" = A".

Pinh li Xé-va. Cho ba diém A', B', C' ldn luot thudc ba canh BC, CA, AB
cta tam gidc ABC. Khi dé6 AA', BB', CC' dong quy khi va chi khi
A'B B'C CA _,
A'CB'ACB

Chitng minh
+ (h.41) Néu AA', BB', CC' déng quy tai mot
diém I. 4

Qua A ké dudng thang song song véi BC, gid
st né cit BB, CC' tai M, N. Ta ¢6 :
B'C_BC CA_ AN A'B_AM
BA AM 'C'B BC A'C AN
A'B B'C C'A AM BC AN . A'B B'C C'A
Vﬁy . . = . . =1 néu . . =1.
A'C BA C'B AN AM BC A'C B A C'B
Goi I 1a giao cia BB' va CC'. Gia sir Al cat BC tai A", suy ra A" ciing thudc
canh BC. Theo phan trén ta c6
A"B B'C C'A -1
A'"C BA CB
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Vay AB_AB trdosuyraA=A'
A'C A'"C

Suy ra AA', BB', CC' d6éng quy.

Vi du 1. Cho tit gidc ABCD c6 M va N la giao clia cic cap canh d6i AB va
CD, AD va BC. Duong thing AC cit BD, MN l4n luot tai I, J.

Ching minh ring A_A

IC JC

Gidi (h.42)

Ap dung dinh 1i Meg-né-lauyt cho tam giac

M » 2

AMC véi ba di€m thang hang B, I, D ta c6

IA DC BM . IA DM BA
—_———eo e =1nén —= ——.——. (1)

B c J IC DM BA IC DC BM
> Ap dung dinh 1i Mé-né-lauyt cho tam gidc

ABC véi ba diém thang hang M, J, N ta c6

A D N
JA NC MB . JA NB MA

Hinh 42 —.—.——=1dodé (2)

IC NB MA JC NC MB’
T (1) va (2) c6 diéu phai ching minh tuong duong véi
DM.BA _ NB.MA o DM. BA 'NC -l AB -DM.NC -1
DC BM NC MB DC MA NB AM DC NB
Diéu ndy ding do dinh 1i Mé-né-lauyt cho tam gidc BMC véi ba diém
thing hang A, D, N.

Vi du 2. Cho luc gidc ABCDEF noi tié€p dudng tron (O). Chitng minh réng
AD, BE, CF déng quy khi va chi khi

AB.CD.EF = BC.DE.FA.
Gidi (h.43) _
Goi A', C, E' 14n lugt 12 giao clia cdc cap AD
va CD, CF va AE, BE va CA.

Do AE'BA «» AE'CE nén
E'A _ AB
E'E  CE Hinh 43
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81.

82.

83.

84.

8s.

Do AE'BC ¢«» AE'AE nén
E'E _AE
E'C BC
Vay E'A_EA EE_AB AE ’ 0
E'C EE E'C BC CE
A'C CD AC

Tuong tu = . ; 2
ng A'E DE AE 2)

C'A _FA CA
C'E FE CE

(3)

T (1), (2) va (3) ta cé
E'A A'C C'E _AB CD FE
E'C A'E C'A BC DE FA'
Do d6 theo dinh 1i Xé-va AD, BE, CF dong quy khi va chi khi

AB CD FE _

Bdi tap

Cho hai tam gidc ABC va A'B'C' sao cho AA', BB', CC' d6ng quy tai O. Goi
Ay, By, C 14n lugt 12 giao diém cla cdc cip dudng BC va B'C, CA va C'A!,
AB va A'B'. Chiing minh réng ba diém A, B, C; thing hang.

Cho tit gidc ABCD c6 céc cdp canh d6i AB va CD, AD va BC cit nhau tai M,
N. Chitng minh ring c4c trung diém I, J, K ca AC, BD, MN théng hang.

Cho luc gidc ABCDEF néi ti€p dudng tron (O). Cic diém A', B, C' 14n luot
12 giao diém clia cdc cip AB va DE, BC va EF, CD va AF. Ching minh
ring ba diém A, B', C' thang hang.

Cho tam gidc ABC, dudng tron ndi ti€p tam gidc ti€p xic véi cdc canh BC,
CA, AB lan luot tai A', B, C. Ching minh ring AA', BB, CC' déng quy tai
mot diém.

Cho tam gidc ABC. Mot dudng thing A khong di qua dinh tam gidc cét cdc
canh BC, CA, AB tai ldn luot A', B', C'. Ching minh ring céc trung diém
cua cidc doan AA', BB', CC' théng hang.
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86.

87.

88.

89.

90.

Cho tam gidc ABC ¢6 A', B', C' 14n luot 1a trung diém cta BC, CA, AB.
Diém M nam phia trong tam gidc ABC. Cic diém A,, B, C; 14n lugt la
giao diém cha MA, MB, MC véi B'C', C'A', A'B'. Ching minh rdng A'A,
B'B,, C'C, dong quy. ’

Cho tam gidc ABC, mot dudng thing cét céc canh BC, CA, AB l4n luot tai A 1
B;, C,. Goi A,, B,, C, 14n luot 12 céc diém d6i xdng clia A}, B;, C| qua trung
diém cua BC, CA, AB. Chimg minh ring ba diém A,, B,, C, théng hang.

Cho tam gidc ABC va mot diém M ndm trong tam gidc. AM, BM, CM lan
lugt cét canh d6i dién ldn lugt tai A, By, C;. Gia st dudng tron ngoai ti€p
tam gidc A;B,C, cit BC, CA, AB tai diém thit hai A,, B,, C,. Chiung minh
ring AA,, BB,, CC, déng quy.

Cho tam gidc ABC va mot dudng tron (O) ndm phia trong tam giac. Cdc
dudng tron (0)), (O,), (O3) ndm trong tam gidc ABC, 1an lugt ti€p xdc véi
cdc cap canh tai cic géc A, B, C clia tam gidc ABC va ti€p xtc ngoai véi
(O) tai M, N, P. Chiing minh ring cdc dudng thing AM, BN, CP déng quy.

Cho hai tam gidc ABC va A'BC c6 cac dudng tron ndi ti€p (I) va (I') cung
ti€p xuic véi BC tai mot diém. (I) ti€p xic v6i AB, AC tai M, N; (I') tiép
xdc véi A'B, A'C' tai M', N'. Chitng minh ring bon diém M, N, M', N'
thudc cuing mot dudng tron.

Chuyén dé 10

DUJNG THANG SIM-SON
PUGNG THANG STAI-NO

Bai toan. Cho tam gidc ABC noi ti€p trong dudng tron (O). Diém M thudc

duong tron (0). Goi A', B, C' lan luot 1a hinh chiéu vuéng géc ciia M xuéng BC,
CA, AB. Chiing minh ring A', B, C' thuéc mot dudng thiang. Dudng thang dé duoc
goi 1a dudng thang Sim-son ing véi diém M cia tam gidc ABC.
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Gidi (h.44)

+ Néu M truing vao mot dinh nao dé cta tam gidc
ABC thi diéu phai chiing minh 1 hién nhién ding.

+ Néu ching han M thuoc cung BC (cung
khong chita A) (h.44).

Hai diém B' va C' ndm vé hai phia clia dudng
thang BC. Vi vay muén ching minh A', B, C' thing
hang, ta chi can chitng minh BA'C' = CA'B".

Tacé BA'C' = BMC' Hinh 44
CA'B' = CMB'

mit khic BMC' = CMB' (vi BMC = 180° — BAC = C'MB')
nén B’EE = ET'B'

Vi du 1. Cho tam gidc nhon ABC ndi tiép dudng tron (O). Diém M thudc
cung nhé BC, ha MB' vuéng géc véi AC, MC' vuong gée véi AB. Tim vi tri cla
M dé B'C' 16n nhat.

Gidi (h.45)

Ha MA' 1 BC. Khi d6 A', B', C thing hang.

Tacd m/l = m :

A'B'M = A'CM.
Vay AMB'C' v» AMCB suy ra
BC _MC | enBC<BC
BC BM

Dau bang xay ra khi va chi khi BC' = BC & M
Hinh 45 va A do6i xing nhau qua tdm dudng tron (O):

Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC noi tiép dudng tron (0). Piém M thay
déi trén (0). Goi A[, By, C, 1an lugt 1a céc diém déi xing v6i M qua céc canh
BC, CA, AB. Ching minh réng :

a) Ba diém A|, B, C; thing hang. Dudng thang di qua ba diém nay duogc
goi la dudng thing Stai-no tng véi diém M cua tam gidc ABC.
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eg,

b) Dudng thang chda ba diém A, B;, C, luon di qua mot diém c6 dinh khi
M thay doi.

' Gidi (h.46)

a) Goi A', By C' lan luot la hinh
chi€u vudng goéc cha M xuodng BC, CA,
AB. Khi d6 A', B, C thelmg hang, mat
khic A', B', C' ldn luot 1a trung diém cla
MA,, MB,, MC, nén ba diém A, B,, C,
cling thing hang.

b) Goi H Ia truc tam tam gidc ABC,

Hinh 46 B,, C, lan lugt d6i xing véi H qua AC,
AB. Suy ra B,, C, thuoc (O). Ching han,
ta giai bai todn véi truong hop M thuoc cung BC (cung khong chita A).

Ta ¢6 MHC,C,, MHB,B, 1a nhitng hinh thang can do dé:

C{HC, = MC,H = MAC ;
BHE, = MB,H - MAB.

Dodé  CHC, + BHB, + B,HC, = MAC + MAB + B,HC,

= BAC + B,HC, = 180°.
Suy ra ba di€ém C,, H, B, thing hang.

Vay dudng thang di qua ba diém A, B;, C, luon di qua truc tam H ctia tam
giac ABC.

Bai tap
91. Cho tam gidc ABC noi tiép trong duong tron (O). Diém M thudc cung BC
(cung khong chia A), M khong trang v6i B va C. Goi A', B, C' lan luot la
hinh chi€u vuodng géc ctia M xudng BC, CA, AB. Chiing minh rang
BC CA N AB
MA' MB' MC'’
b) Pudng thang B'C' di qua trung diém clia doan néi gifta tryc tam H cua
tam gidc ABC v6i M.

a)
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s O
rQ &
(g

92.

93.

94.

9s.

96.

Cho ti gidc ABCD ngi ti€p dudng trdon (O). Goi d, 1a dudng thang Sim-son
cua tam gidc BCD dng véi diém A. Cic dudng thang dg, dc, dD dugc dinh
nghia mot cach tuong tu. Chitng minh rang bon dudng thing nay déng quy.

Cho tt gidc ABCD noi tiép dudng tron (O). Diém M thay déi trén dudng
tron khong trung vao cédc dinh ti gidc. Goi A', B', €', D' lan luot 1a hinh
chiéu vudng géc cua M xuéng AB, BC, CD, DA. Ching minh ring hoac D'
luén 14 tryc tAm tam gidc A'B'C' hoic khong ¢6 vi tri nao cia M dé D' la
truc tam clia tam giac nay.

Cho hai dudng tron (O)) va (O,) cit nhau tai A va B (hai di€ém O, O, nam
v€ hai phia clia AB). Mot dudng thing A thay ddi qua A cat (Oy), (O,) idn
luot tai C va D khdc A (A nam gitta D va C). Tiép tuyén tai C cua (O)) va
tiép tuyén tai D ctia (O,) cit nhau tai T. Goi P, Q lan luot 1 hinh chiéu
vuong goc cua B xudng cdc ti€p tuyén nay.

a) Tim vi tri ctia A dé BT 16n nhat.

b) Ching minh rang PQ ti€p xdc v6i mot dudng tron cd dinh.

Cho dudng tron (O) va dudng thing A khong cat né. Diém M thay déi trén
A, ke cdc ti€p tuyén MT, MH véi (O). Goi A la hinh chi€u vudng gbc cua
O lén A va E, F lan lugt 1a hinh chiéu vuong goc cua A lén MT, MH.
Ching minh rang :

a) Puong thang TH di qua mot diém cé dinh.

b) Duong thing EF di qua mot diém ¢6 dinh.

Cho ti gidc ABCD noi ti€p duong tron (O) va mot diém M ndm trong
duong tron. Goi X, Y, Z, T, U, V 1a hinh chi€u vuéng géc cia M xudng
AB, BC, CD, DA, AC, BD. Goi N, P, Q Ia trung diém cta UV, X7, YT.
Chimg minh rang N, P, Q thang hang.

Chuyén dé 11

PUGNG THANG O-LE - DPUONG TRON O-LE
HE THUC O-LE

Bai toan 1. Cho O, H, G l4n lugt 1a tam dudng tron ngoai ti€p, truc tam,

trong tam cla tam gidc ABC. Ching minh ring O, H, G cung thu¢c mét dudng
thang (dugc goi 1a dudng thang Euler cla tam gidc ABC) va GH = 2GO.
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Gidi. (h.47)
Ha OA' LBC
OB' L CA.
Suy ra A', B' 1an lugt 1a trlfng diém ctia BC, CA.
Ta c6 AHAB v» AOA'B' (g.g) suy ra
OA' A'B' 1 1

Hinh 47 = ——=—dodé OA'= —HA.
HA AB 2 2
Goi G' 1a giao diém cla AA’ v6i OH suy ra G'A = oA = l
G'A HA 2
Vay G' 1a trong tam ctia tam giac ABC.
Do d6 G' = G nén ba diém H, O, G thing hing va GO _OA l
GH HA 2

Chit y. Qua 10i giai trén ta thdy trong mot tam gidc khoang céch tir truc tdm
t6i moéi dinh gdp hai 1an khoang céch tir tam dudng tron ngoai ti€p téi canh doi
dién véi dinh d6.

Bai toan 2. Trong tam gidic ABC, chitng minh ring cdc trung diém ctlia
céc canh, cdc chan dudng cao, cdc trung diém cla cdc doan néi tir truc tam tGi
mdi dinh thudéc mot dudng tron, duge goi 1a dudng tron chin diém O-le clia
tam gidc ABC.

Gidi (h.48)

Goi A', B', C' 14n luot 1a trung diém cdc canh
BC, CA, AB.

M, N, P l4n luot 1a trung diém HA, HB, HC
véi H 1a tryc tam tam gidc ABC.

Dé dang nhén thdy cdc diém B', B,, C', C}, P,
A cung nhin MA' dudi mot géc vuong tir d6 suy ra diéu phai ching minh.

Bai toan 3. Cho tam gidc ABC c6 dudng tron ngoai ti€p (O ; R), dudng
tron néi tiép (I ; r). Ching minh ring OI° = R? — 2Rr. Hé thiic nay duoc goi la
hé thitc O-le chia tam gidc ABC.
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Gidi (h.49)
Kéo dai AI cat (O) tai M # A. Goi N 1a diém d6i xiing véi M qua O.

HaIP L AB.

Ta c6 AAPI vo ANCM (g.g).
\ IP Al
' Suy ra —_ =
: MC MN

'c dodé IP.MN =AILMC = 2Rr=AILMC.

-~ -~

Mat khéc 61\7:%+%=1€1\71 suy ra MC = MI

Hinh 49 nén 2Rr = IA.IM.
Gia st Ol cét (O) tai E, F, khi d6
IAIM=IEIF=R + O)(R -0I) = R? - O
Do d6 2Rr = R? - OI suy ra diéu phai chiing minh.
Vi du 1. Ching minh ring trong tam gidc ABC dudng thing O-le di qua
tam dudng tron chin diém O-le.
Gidi. St dung hinh v& & vi du 2 néi trén.

Do OA' = —;—AH = HM va OA' // HM nén HMOA' 1a m6t hinh binh hanh

do d6 trung diém MA' thuoc OH. Mit khac MA' 1a dudng kinh cla dudng tron
O-le nén tam ctia dudng tron nay thuoc dudng théng G-le OH.
Vi du 2. Trong tam gidc ABC, ching minh rang
R 2 2r.
Gidi. Theo heé thitc O-le ta ¢6 :
R’-2Rr=0I°20=R*-2Rr>0 =R 22r.
D4u bing xdy ra & [ =0 < AABC déu.

Vi du 3. Cho tam gidc nhon ABC cé cdc duong cao AA', BB', CC'. Ching
minh ring cdc dudng thing O-le clia cdc tam gidc AB'C’, CA'B', BA'C' dong
quy tai mot diém.
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Gidi (h.50)

Cho hai dudng thang a va b cét nhau tai O,

Ta néi géc dinh hu’éﬁg cuia a va b (a trude, b sau)
bing o ; —90° < o < 90° néu phép quay tam O géc

guay o bién dudng thing a thanh dudng théng b.

Gia sir tam gidc ABC c¢6 huéng duong (chiéu B A ik 50 C
di tir A t6i B t&i C trén dudng tron ngoai ti€p tam .
gidc ABC nguoc chiCu kim déng hé). Khi d6 hai tam gidc AC'B' va A'CB' dong
dang c¢é cung hudéng duwong va

(AC, A'C) = (CB, CB) = (B'A, BA") = 180° - B. (1)

Goi d,, dy, dy lan lugt 1a cdc dudng thang O-le cia AAC'B, ACBA/,
AA'CB'. Cic trung diém A, B, C, lan lugt ctia HA, HB, HC. Khi d6 d|, d,, d4
lan tuot di qua A, B,. C,. (2)

Tir (1) suy ra (d,. d3) = 180° — B = (A,B,, B,C,) két hop v6i (2) suy ra
giao diém clia d| va d; thuoc dudng tron ngoai ti€p tam gidc A;B,C,. Tuong tu
giao clia dy va ds, dy va d; ciling thuéc dudng tron ngoai ti€p tam giic A;B,C,
hon nita do ¢6 (2) va d,, d,, d; khong phdi 1a cdc canh tam gidc A;B;C; nén

ching déng quy tai mot diém trén dudng tron ngoai tiép tam gidc A;B,C,.

Bai tap

97. Cho dudng tron (O) ngoai ti€p tam gidc ABC va MN la mét duong kinh
thay d6i cia dudng tron. Goi dy, dy 14n lugt 1a cdc dudng thing Sim-son
ing v4i M, N ctia tam gidc ABC. Ching minh rang :
a) dy; va dy vuong géc véi nhau.
b) Giao diém I clia dy, va dy thuoc mot dudng tron c6 dinh.

98. Cho tam gidgc ABC cé truc tam H va mot dudng thang A di qua tam dudng
tron chin diém Euler cla tam gidc. Gia sit A v H nim vé mot phia cla A,
B va C nam vé mot phia ctia A. Ching minh rang téng cdc khoang céch tir A
va H t6i A bang téng cdc khodng céch tir B va C t6i A.

99. Cho tam gidc ABC ¢6 truc tam H, I 12 tam dudng tron chin diém O-le clia
tam gidc ABC. Duong thfmg A bat ki sao cho A, B, C, H nim vé cling mot
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phia clla A. Ching minh ring tdng céc khodng cdch tr A, B, C, H t6i A
bang bon 1an khoang cach tir I t6i A.

100. Cho tam gidc ABC. Ching minh ring véi mdi diém M nim trong tam
gidc khéc tam dudng tron noi ti€p tam gidc dé, ton tai diém N # M sao cho
cdc hinh chi€u vudng géc cia M va N xudng cdc canh cua tam gidc ABC
thudc cung mot dudng tron.

101. Cho tam gidc ABC 6 géc A ti. D 1 mot diém sao cho DBA = BAC = DCA.
Ching minh rang dudng thang O-le cia tam gidc ABC di qua D.

102. Cho tam gidc ABC noi ti€p trong dudng tron (O). Dudng tron bang ti€p
goéc A c6 tam I, ti€p xic véi cdc canh clia tam gidc lan lugt tai M, N, P.
Ching minh rdng tAm dudng tron O-le cha tam gidc MNP thuoc dudng
thang Ol

103. Cho dudng tron (O) va day cung BC ¢6 dinh. Diém A thay doéi trén dudng
tron (A # B, A # C). Duong tron ndi ti€p tam gidc ABC ti€p xic vdi céc
canh tam gidc tai M, N, P. Ching minh ring duong thing O-le cila tam
gidc MNP di qua mot diém c6 dinh.

104. Cho tam gidc ABC. Goi (O ; R), (1;: Rp) lan luot la dudng tron ngoai ti€p,
bang ti€p géc A chia tam gidc. Ching minh ring

OI = R* + 2R R,.

105. Cho tam gidac ABC c6 géc A > 90° (AB # AC) noéi tiép trong dudng trdn
(O ; R). Dudng tron noéi tiép c6 tdm I, ban kinh r. Pudng tron bang ti€p gdc
A c6 ban kinh R,. Goi M la diém chinh giita chia cung 1én BC cia dudng tron
(O). Chiing minh rang MA.MI = R(R 4 + 1).

106. Cho tam gidc ABC. Goi d,, d, d. 1an lugt 1a khoang cach tir tam dudng
trdon ngoai ti€p t6i tam dudng tron bang tiép goc A, B, C. Goi R, d 1an luqgt
1a ban kinh duong tron ngoai ti€p, khoang cich gilta tam dudng tron noi
ti€p va tdm dudng tron ngoai ti€p tam gidc. Ching minh rang

SRS SRR B
R? -d®> 42 -R? d2-R? d&2-R°

107. Trong tam gidc ABC vdi ki hiéu nhu bai 106, chiing minh rang

d? +d% + a2 + a2 = 2r%
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Chuyén dé 12
DUONG TRON A-PO-LO-NI-UT

Bai toan 1. Cho hai diém phan biét A, B va s6 thuc k # 1. Ching minh
rang tap hop nhitng diém M sao cho ——ii—g =k 1a mot dudng tron, dugc goi la
dudng tron A-p6-16-ni-ut ing véi hai diém A, B va ti s6 k.

M Gidi (h.51)

Goi C, D lan lugt 1a cdc diém chia
trong, chia ngoai doan AB theo ti s k.

+ Néu —M—A=k suy ra
MB

DA MA CA
DB MB CB
Do d6 hoac M =D hoac M = C hoac MC, MD lin lugt 1la phan gidc trong,
ngoai clia géc AMB hay DMC = 90°.
Suy ra M thudc duong tron dudng kinh CD.
+ Nguoc lai n€u M thuoc dudng tron dudng kinh CD.

*Né’uMEDhoacMECthiréréng%= .

* NéuM #C, M #D. Ha AE L MC, AE cit MB tai N. Ta c¢6
AN _AB_ ., .
DM DB
AE AC 1-k
DM DC 2

Suy ra AN = 2.ﬁ do d6 2AE = AN hay AMAN cén tai M.

DM DM
MA _MN _DA _CA _ .

Do dé6 = = = =
MB MB DB CB

Vay tap nhiing diém M sao cho % = k 1a dudng tron (O) dudng kinh CD.
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Chii y
+ Néu N ndm phia trong dudng tron (O) thi % <k nfuk<1va —Il;i% >k

néuk > 1.
+ Néu N ndm ngoai (O) thi NA >k nfuk<1va NA <knéuk>1.
NB NB
Vi du 1. Cho tam gidc khong can ABC. Diém M thay déi trong tam giac sao

cho AMC - B = AMB - C. Chitng minh ring M thuoc mot dudng tron ¢6 dinh.
Gidi (h.52)

Dung ra phia ngoai tam gidc ABC tam giédc A
ANC sao cho N
AANC o»» AAMB.
Khi dé AABC o AAMN (c.g.c). M
Suy ra AMN = IAB
L B _ Cc
do d6 NMC = AMC — AMN = AMC - B. Hinh 52
Mit khac MNC = ANC — ANM = AMB - C
nen  NMC = MNC = MC=NC = B _MB_ AB ) ong déi.

MC NC AC
Suy ra M thudéc moét duong tron c6 dinh.

Vi du 2. Cho hai dudng thing a va b
song song v&i nhau va cdch nhau mot
khodng cach bing 3. Diém O c6 dinh cédch a
mot khodng cdch bing 1, diém O va dudng
thing b nim vé hai phia clia dudng théng a.

a Duong thing A thay déi cét a, b lan lugt tai
A, B sao cho OB = 20A. Ching minh rang A
F ludn ti€p xic véi mot dudng tron cd dinh.

Gidi (h.53)

3 3 Qua O k& dudng thing vuéng géc vdi a,
\ cit a tai P va cit b tai Q. Ldy C thuoc doan
Hinh 53 PQ sao cho PC=1.
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Goi D 1a diém d6i xing vé6i C qua O. LAy E, F trén A sao cho DE // a, CF // a.
AF_PC_1 EA_DP I

Ta cé = = =— =
FB CQ 2 EB DQ 2

A

FA  OA EA
nén — = — = —

"FB OB EB |

Suy ra OF, OE la cdc dudng phan gidc trong va ngoai gbc O cuia tam gidc
OAB. Do d6 EOF = 90°. Goi I 1a trung diém EF suy ra I 12 tam dudng tron
ngoai ti€p tam gidc EOF. Hinh thang DEFC cé OI duong trung binh nén
OI L DC. Suy ra DC ti€p xuic véi duong tron ngoai ti€p tam giac EOF.

Ta c6 OEF = FOC = 90° — DOE = DEO.
nén EO la phan gidc géc DEF.
Tuong tu FO 1a phan giac goc CFE.

Do d6 O cdch déu DE, A, CF. Vay A luon tiép xic vdi duong tron dudng
kinh CD c6 dinh.

Bai tap

108. Cho dudng tron (O) va hai diém M, N ndm phia trong dudng tron sao cho
O thudc doan MN, OM # ON. Tim diém A thuoc (O) sao cho AM, AN lin
lugt cat (O) tai diém thi hai B, C khiac A va AB = AC.

109. Cho tam gidc ABC. Hai diém phan biét M, N thay déi sao cho
MA MB MC L

NA NB NC
Chdng minh ring dudng thing MN di qua mot diém cé dinh.

1.

110. Cho tam gidc ABC néi ti€p dudng tron (O). Piém M thay déi trén cung
BC (cung khéng chita A) ctia duong tron (O) M # B, M = C). Goi I, J lan
luot 1a tam dudng tron noi tiép cdc tam gidc ABM, ACM. Ching minh ring
duodng tron ngoai ti€p tam gidc MIJ ludén di qua mot di€ém c6 dinh.

111. Cho bén diém A, B, C, D thiang hang theo thit tw d6, AB # CD. Diém M
thay déi sao cho AMB = C/I\-/IT), M khong thudoc AB. Chiing minh rang M
thuoc mot dudng tron ¢d dinh.
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112. Cho tam gidc ABC. Diém M thay d6i trén canh AB, diém N thay déi trén
tia doi cia tia CA sao cho CN = 2BM. Chitng minh rang dudng tron ngoai
ti€p tam gidc AMN c6 tam thudc mot dudng thing cd dinh.

113. Cho tam gidc nhon khong can ABC, BC = a, CA = b, AB = c. Goi (O,). (Op),

(O¢) lan luot 1a cac dudng tron A-pod-16-ni-ut ing véi doan BC ti s¢ —,
c

CAtls6 <. ABtiso L.
a b

Ching minh rang (O,), (Op), (O¢) ¢6 tam thang hang.

114. Cho tam gidc ABC khong cin. Goi I, J lan luot 1a tam dudng tron ndi ti€p,
tam dudng tron bang ti€p géc A clia tam gidc ABC.

Goi (Oy). (0,) lan luot la dudng tron A-po-16-ni-ut ting véi doan BC theo ti
. IB

sO C : % Ching minh riang 1J 12 mot ti€p tuyén chung cta (O,) va (O,).

115. Cho dudng thang A va hai diém B, C nim vé hai phia cia A sao cho A
khong la duong trung truc cta doan BC. Tim vi tri ctia M trén dudng A
sao cho :

MB

MC

MB

MC

116. Cho dudng tron (O) va hai diém A, B cd dinh nim ngoai (O), dudng
thang AB khong cat (O).

a) -

dat gi4 tri nho nhat ;

b) dat gid tri 16n nhat.

Tim diém M thuoc dudng tron (O) sao cho :

A i .
ay —— dat gia tri nho nhat ;

b) MA dat gia tri 1én nhat.
MB
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Chuyén dé 13
BAI TOAN "CON BUGM"
Vi du 1. Cho dudng tron (O) mot day cung AB véi I 12 trung diém. Qua I

xét hai day cung tuy ¥ MN va PQ sao cho céc day cung MP va NQ lan lugt cat
AB tai E, F. Ching minh ring I 12 trung diém cua EF.

(Bai todn "con budém" dGi vGi dudng tron).

Gidi (h.54)

Goi K, T l4n luot 1a trung diém cia day MP, NQ.
Ta c6 céc ti gidc OIEK, OIFT ndi ti€p.

Suyra:
EOI = EKI ;
FOI = ITF.

Mit khic AIMP o« AINQ va IK, IT lan luot la

hai trung tuyén cia AIMP, AINQ suy ra

Hinh 54 —
EKI =ITN.

Do dé EOI = FOL

Vay tam gidac OEF c6 OI vira l1a phan gidc vira 1a dudng cao nén né 13 tam
gidc can. Suy ra [E = IF.

Vi du 2. Cho tam gidc ABC c6 I 12 trung diém canh BC. Dudng thing A di
qua I cit AB, AC tai M, N. Dudng thing A' di qua I cit AB, AC lan luot tai P, Q.
Gia sit M va P nim vé mot phia d6i v6i BC va cdc dudng thang MP, NQ ldn
lugt cit BC tai E, F. Chiing minh ring IE = IF.

(Bai todn "con buém" déi véi cap dudng thing).

Gidi (h.55)

Diéu phai chiing minh tuong duong véi

EB _FC
EC FB
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Ap dung dinh 1i Mé-né-lauyt cho tam A
gidc ABC véi cdt tuyén EMP va véi cat
tuyén FNQ ta cé :

EBPCMA | . EB_PA MB p
EC PA MB EC PC MA £ c .
, B
FC QB NA _ -1 do dé FC=_N_C_Q_A.() N
FB QA NC FB NA QB Q
Ap dung dinh If Mé-né-lauyt cho tam giéc .

ABC véi cdc cit tuyén MIN va QIP ta ¢6 : Hinh 55
—1\—/1—132\1—16153——1mIB-—ICnnlYIE:NC (3)
MA NC IB MA NA

_l)é E Q_Ii =1 uy ra — QA (4)
PC 1B QA PC QB

Tu (1), (2), (3), (4) suy ra % = %g— suy ra diéu phai chitng minh.

Vi du 3. Cho tam gidc nhon ABC, CB > CA. Goi O, H lan lugt 1a tAm
dudng tron ngoai ti€p, truc tam cua tam gidc. CF la duong cao xuat phat tir C.
Duong thing qua F vudng géc véi OF cat AC tai P.

C e ——— T ——

Chitng minh ring FHP = CAB.
Gidi (h.56)
Goi T la di€ém d6i xing v6i H qua AB = T
P thuoc dudng tron ngoai ti€p tam gidac ABC. Goi Q 1a
A ‘ giao cua PF véi BT.

Q Theo k&t qua bai todn con budm ta cé

FP = FQ, mat khiac FH = FT. Vay PH // TQ suy ra

N

Hinh 56 FHP = FTB = BAC.

T

Bdi tap
117. Cho dudng tron (O), mot day cung AB véi I 1a trung diém. Qua I xét hai

day cung tuy y MN va PQ sao cho M va P ndm vé€ mot phia cua AB. Gia sir
MP, NQ lan lugt cat AB tai E, F. Ching minh rang IE = IF.
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118. Cho it gidc ABCD c¢6 hai duong chéo cat nhau tai I va mot dudng thing A
cit AB, BC, CD, DA lan lugt tai M, N, P, Q. Chiing minh rang I 12 trung
diém doan MP khi va chi khi né 1a trung diém doan NQ.

119. Cho tam gidc nhon ABC c¢6 truc tam H. Goi O k trung diém cua BC.
Duong thang A di qua H cat AB, AC ldn luot tai M, N. Ching minh ring
HM = HN khi va chi khi OM = ON.

120. Cho ti giac ABCD c6 hai dudng chéo cit nhau tai O. Mot dudng thang A
qua O cat dudng tron ngoai ti€p cdc tam gidc OAB, OBC, OCD, ODA lan
lugt tai M, N, P, Q khac O. Chitng minh rang O 1a trung diém cua doan MP
khi va chi khi n6 12 trung diém cta doan NQ.

121. Cho tam gidc ABC néi ti€p trong dudng tron (O), c6 AB + AC = 2BC. Goi
B', C' lan luot 12 diém chinh gita ciia cung AC (cung khong chida B) va cung
AB (cung khong chia C). Goi I 1a tAm dudng tron ndi ti€p tam giac ABC, M
va N lan lugt 1a giao clia Al v6i BC, B'C'. Chitng minh rang IM = IN.

122. Cho tit gidc ABCD c¢6 hai dudng chéo cét nhau tai O. Biét rang t6n tai
bon diém A’, B, C', D' lan luot thudc cac canh AB, BC, CD, DA sao cho
A'B'CD' 1a hinh binh hanh véi tam O. Chiing minh rang ABCD ciing la
hinh binh hanh.

123. Cho hai tam gidc nhon A;BC va A,BC cung noi ti€p trong dudng iron (O) ;
¢6 truc tam lan lugt 1a Hy, H,. Goi M, N l4n luot 1a giao diém cua HH, véi

A,Bva A,C. Biét AH,H, = 90°. Chiing minh ring A\M = A|N.
124. Cho tt gidgc ABCD c6 BAD = BCD = 90°. Goi E 1a giao cta hai dudng

chéo AC via BD. Ching minh ring trung diém clia doan ndi tam cdc dudng
tron ngoai ti€p cac tam gidc ABE, CDE thuéc dudng thang BD.

Chuyén dé 14
DANG THUC - BAT DANG THUC PTO-LE-ME
Ding thirc Pté-18-mé . Cho it gidc ABCD noi ti€p dudng tron (O). Khi d6
AC.BD = AB.CD + AD.BC
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Chitng minh (h.57)
Lay M thudc duong chéo AC sao cho

ABD = MBC. A
Khi d6 AABD v» AMBC (g.g)

do dé AD _ MC nén AD.BC = BD.MC.
BD BC .

HonnfraBA:EM—vamzﬁlij B c
BD BC

nén AABM v ADBC.

Hinh 57
Suy ra AB = D hay AB.CD = AM.BD.
AM CD

Vay AD.BC + AB.CD = BD.MC + AM.BD = AC.BD.

Bat ding thitc Pté-1&-mé : Cho t gidc ABCD. Khi dé
AC.BD < AB.CD + AD.BC.
Ching minh. (h.58)
D L4y M nam trong géc ABC sao cho
MBC = ABD ;
MCB = ADB.
Khi d6 AADB v AMBC
Suy ra AD = Mc hay AD.BC = MC.BD.
B C BD BC
Hinh 58 ~
Hon nita AABM «» ADBC (c.g.c¢)

suy ra AB = % hay AB.CD = BD.AM.

AM
Vay AD.BC + AB.CD = BD(MC + MA) 2 AC.BD.

Vi du 1. Cho dudng tron (O) va BC 1a mot day cung khac dudng kinh cia
dudng tron. Tim diém A thudc cung 16n BC sao cho AB + AC 16n nhit.

Gidi. (h.59)
Goi D la diém chinh giita ctia cung nhd BC.
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Dat DB = DC = a khong déi. Theo ding thic
Pto-1é-mé ta c6

AD.BC = AB.DC + AC.DB =a.(AB + AC).

Suy ra AB + AC = 2C AD.

A
O
Cc a
W Do BC va a khong ddi nén AB + AC 16n nhét
D

khi va chi khi AD 16n nh4t khi va chi khi A 1a diém
Hinh 59 ddi xiing cta D qua tam O ctia dudng tron.

Vi du 2. Cho tam gidc nhon ABC noi ti€p trong duong tron (O, R) va ngoai
ti€p dudng tron (I, r). Goi X, y, z lan lugt 1a khoang cach tir O téi cac canh tam
gidc. Ching minh rang

X+y+z=R+r.

Gidi. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém cta BC,
CA, AB. Gia st x = OM, y = ON, z = OP, BC = a,
CA=b,AB=c.

Tit gide OMBP noi tiép (h.60), theo ding thic
Pto-1&é-mé ta c6

OB.PM = OP.MB + OM.PB,

do dé RY-,2:x5 (1)
2 2 2
Tuong tu - RE— 3+}(E 2)
gt ) Y-2 )
a C b
va R—=y.—+2z—. 3
> Y2 > 3)
Mat khac
a b ¢
r| =+ —+=|=Sapc = Sopc +Soca +SoaB
2 2 2
I - ()

2 2 2
Tur (1), (2), (3) va (4) tacé

(R+r)(i;—2)=(x+y+z).w suyraR+r=x+y+z
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Bai tGp

125. Cho tam gidc ABC cé A > 90°, noi ti€p trong dudng tron (O, R). Goi x, y,
z 1dn lugt 12 khodng cdch tir O t8i cdc canh tam gidc var 1a bdn kinh dudng
tron noi ti€p. Ching minhringy +z—-x =R + 1.

126. Cho da gidc A A,... A, ndi tiép trong duong tron (O). Chia da gidc thanh
cdc tam gidc boi cdc dudng chéo sao cho mdi tam gidc nhan dugc cé ba
dinh la dinh coa da gidc. Ching minh ring :

a) SO cac duong chéo can dung khong phu thudc vao cédch chia.
b) Tong ban kinh cdc dudng tron ndi ti€p cdc tam gidc nhan dugc khong
phu thudc vao cach chia.

127. Cho dudng tron (O) va day cung BC khic dudng kinh. Tim diém A thuoc
cung 16n BC clia dudng tron dé AB + 2AC dat gi4 tri 16n nhat.

128. Cho tam gidc ABC noi tiép trong dudng tron (O). Hai diém M, N thuoc
canh BC sao cho MAB = NAC. Goi P, Q 14 giao diém tht hai khdc A cia
AM va AN véi (O). Ching minh ring :

a) AM.AN = —/BM.BN.CM.CN + AB.AC;
b) AP+ AQ > AB+ AC> AM + AN.
129. Cho tam gidc ABC c6 A > 90° noi ti€p trong dudng tron (O). Dudng phan
- gidc trong AD clia tam gidc. Tim M thudc cung 16n BC clia duong tron (O)
dé MB.DC + MC.DB 16n nhit.

130. Cho tam gidc nhon ABC. Goi h,, hy, he, R, ¢ l1an lugt 1a do dai cac
du‘on'g cao, ban kinh dudng tron ngoai ti€p, noi ti€p tam gidc dé. Ching
minh rang min{h,, hy, h.} £R + r < max{h,, hy, h_}.

131. Cho luc gidc 161 ABCDEF c¢6 AB = BC, CD = DE, EF = FA. Ching minh

BC DE FA _3

raing — + — + — = =,
BE DA FC 2

132. Cho luc gidc 16i ABCDEF c6 BC = AB = CD, AF = FE = ED, ABC = 60°,
DEF = 60° . Hai diém G va H niim trong luc gi4c sao cho AGF = CHD = 120°.
Chimng minh ring AG + GF + HC + HD + GH > BE.
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133. Cho hai duodng tron dong tam, ban kinh cta dudng tron nay gip doi ban
kinh ctia dudng tron kia. ABCD la tir gidc 16i noi ti€p dudng tron nhod. Céac
tia AB, BC, CD, DA l4n luot cit dudng tron I6n tai A', B, C', D'.

Ching minh rdng chu vi t gidc A'B'C'D' 16n hon hai kn chu vi t& gidc ABCD.

134. Cho luc gidc ABCDEF c6 céac canh c¢6 do dai nhé hon 1. Ching minh
rang trong ba dudng chéo AD, BE, CF c6 it nhat mot dudng chéo cé do dai
nho hon 2.

135. Cho hai dudng tron (O, ; Ry) va (O, ; R,) cét nhau tai hai diém phan biét
A va B (O,, O, nam vé hai phia cha AB). Mot cét tuyén A qua A cat (O,),
(O,) 14n lugt tai cac diém C, D khdc A (A thudc doan CD). Tiép tuyén tai
C ctlia (O)) cét tiép tuyén tai D cha (O,) & M. Tim vi trf cha A sao cho
Mc + Mb dat gia tri 16n nhat.

R, R,

136. Cho tam gidc ABC ndi tiép trong dudng tron (O) va AC = 2AB. Céc
dudng thang ti€p xic v6i dudng tron (O) tai A, C cit nhau & P. Ching minh
ring BP di qua diém chinh giita cia cung BAC.

137. Cho tam gidc nhon ABC néi tiép trong dudng tron (O ; R). DPudng théng
AO ciét dudng tron ngoai ti€p tam gidc OBC tai D, BO kéo dai cit dudng
tron ngoai ti€p tam gidc OCA tai E, CO kéo dai cit dudng tron ngoai ti€p
tam gidc OAB tai F. Ching minh ring OD.OE.OF 2 8R>.

Chuyén dé 15
MOT SO BAI TAP CHON LOC

Bai toan 1. (h.60) Cho tam gidc ABC. Trén phan gidc AD c6 hai diém M,
N sao cho ABN = CBM . Ching minh rdng

ACN = BCM.
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Loi gidi

Gia su CN cat dudng tron ngoai ti€p tam
gidc ABN tai diém thu hai F, BM cat dudng tron
ngoai ti€p tam gidc AMC tai diém thi hai E.

Ta cé

BEC = CAM = MAB = CFB
do d6 BCEF 1a té gidc noi tiép.

Hinh 61
Suyraﬁzﬁ?:@:ﬁ
.do dé6 A, E, F thing hang.
Khi d6 ACM = AEM = ECB suy ra BCM = ACN.

Bai to4n 2. Cho hinh thoi ABCD c6 BAD = 60°. Mot M
dudng thiang A thay déi qua C cit AB, AD tai N, M. Goi P

la giao diém cua BM va DN. Ching minh ring P thudc
mot duong tron cd dinh.

Loi gidi. (h.62)

Dudng thing qua A song song véi BD cit BM tai Q. !
i
Ta cé

NA NA MA _AQ
AB CD MD BD

do d6 NA = AQ. Mit khdc NAQ = 60° nén tam giic
NAQ déu.

Vay phép quay tam A géc quay 60° bién D thanh B,
N thanh Q. Do d6 DN va BQ tao v6i nhau mot géc 60°. Hinh 62

Vay BPD = 60°. Do dé P thuoc duodng tron ngoai tiép tam gidc ABD.

Bai toan 3. Cho tam gidc ABC vuéng tai A. AB < AC. Goi D 1a mot diém trén
canh BC, E 1a mot diém trén canh BA kéo dai vé phia A sao cho BD = BE = CA.
Goi P 1a mot diém trén AC sao cho E, B, D, P thudc cling mot dudng tron, Q 1a
giao diém thit hai ctia BP v6i dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Chitng minh ring AQ + CQ = BP.
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Loi gidi (h.63)
Vi céc t gidc BEPD, AQCB ndi ti€p nén

E CAQ = CBQ = DEP.

A Mit khic
\ ~ AQC = 180° - ABC = EPD

_ '2 q nén AAQC e AEPD. Vay

B 5)¢ AQ QC cCA "
EP PD DE
Ap dung dinh 1y Pto-1é-mé cho ti gidc BEPD
ta cé

Hinh 63

PE.BD + PD.EB = DE.BP. 2)
Tur (1) va (2) suy ra AQ.BD + QC.EB = CA.BP.
Mat khiac BD = EB = CA nén AQ + QC = BP.

Bai toan 4. Cho tam gidc ABC c6 A > B > C noi tiép trong dudng tron
(O), ngoai ti€p dudng tron (I). Cung nhé BC ¢6 M la diém chinh giita. N Ia
trung diém canh BC. Diém E déi xing vé6i I qua N. Dudng thing ME cit dudng
tron (O) tai diém thit hai Q. Chitng minh ring :

a) Diém Q thuéc cung nhé AC clia dudng trodn (O) ;
b) BQ = AQ + CQ.
Loi gidi (h.64)

a) Ta cé

U P (PN

I@=IBN=5B <EA=@.

Do d6 E nam trong géc NCM. (1)

Do B > C nén N va C ndm vé cliing mot phia
d6i véi AM. Do d6 E va C ndm vé€ cung mot phia
d6i v6i AM. 2) Hinh 64

Tur (1) va (2) suy ra E ndm trong géc AMC. Vay Q thudc cung nhd AC.
b) Lay K thudoc BQ sao cho QK = QA. | 3)
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Suy ra

= TAK + CAQ = —B = IBK + CBQ.

Mit khdc CAQ = CBQ nén CAQ = IBK hay t gidc AIKB noi ti€p.

— 1/-\

Tir d6 ta cé @=BAI=5A=@ nén K1 // MQ.

Goi L 1a giao diém ctia KN va MQ, khi d6 KILE 1a hinh binh hanh. Do d6
N 1a trung diém cta KL.

Vay BKCL la mét hinh binh hanh.

Mat khic ta ¢6 BK // CL, BK = CL va CLQ = BLQ = CQM (4)
nén CL = QC. (5)
Tir(4)va (S)suyra  BK =CL. (6

Tir (3) va (6) ta c6 BQ = QA + QC.

Bai toan 5. Cho O la mot diém nim trong
tam giac ABC. Goi A', B', C' lan luot 1a cic
diém déi xting cla A, B, C qua O. Chitng minh
rang cdc dudng tron ngoai ti€p cha cdc tam gidc
A'B'C', A'BC, B'CA, C'AB ¢6 diém chung.

Loi gidi. (h.65)

Goi T la giao diém (khdc A') cha dudng
tron ngoai ti€p tam gidic A'B'C' va tam gidc Hinh 65
A'BC.

T gidc BA'CT ndi ti€p mét duong tron do dé

—

CTB=CTA'+ A'TB = CBA" + (180° = A'C'B’)

= CBA' + (180° = ACB) (do A'C' // AC, BC J/ BC')
= 180° - (ACB - CBA")
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Goi H Ia giao diém clia BA' va AC.

Khi dé ACB — CBA' = BHC = CAB' do dé BH // AB' .

Suy ra CTB = 180° — CAB'. Do dé t& gisc ABTC noi tiép hay T thuoc
dudng tron ngoai ti€p tam giac B'CA.
Twong tu T thudc dudng tron ngoai ti€p tam gidac C'AB.

Bai toan 6. Cho tam gidc ABC néi ti€p duong tron (O). Hai phan giac BM
va CN chia géc B va C. Tia MN cit (O) tai P. Goi X, Y, Z 14n luot 1a hinh chiéu
vuéng géc cua P xuéng BC, CA, AB. Chitng minh rang :

a) PY =PX +PZ;

Loi gidi. (h.66)

a) Goi K, T 14an lugt 1a hinh chi€u vuéng géc
cia M, N xuéng BC.

H 12 hinh chi€u vudéng géc clia N xudng AC,
L 1a hinh chiéu vuéng géc cia M xuéng AB.

bat MK =ML =a

NT = NH = b,
PN
— =c.
PM
Hinh 66 Dé dang tinh duoc :
PX=—L NT-—S -1y ©
1-c¢ l1-¢c 1-c l1-c¢
PZ= c ML= ¢ aa
l1-c I-c¢
PY = 4 NH=_—1b,
1-c¢ 1-c¢
Do dé PY = PX + PZ.
PB _ PZ

PC  PY’

APXB ¢ APYA nen 48 = PX
PA _ PY

b) Dé dang chiing minh dugc : APZB «» APYC nén

70



Do dé6

PB PB _PX+PZ 111
= = T hay —— = — 4+ —.
PC PA  PY PB PA PC

Bai toan 7. Cho tam gidc nhon ABC (AB # AC). Duong tron dudng kinh
BC cit cic canh AB, AC tuong ting tai M, N. Goi O 1a trung diém cta BC.
Puong phan giic cha géc BAC va géc MON cit nhau tai R. Chitng minh rng
dudng tron ngoai tiép tam gidc BMR va CNR ‘ciing di qua mot di€ém nim trén
canh BC.

Loi gidi. (h.67)

Tacé: OM = ON
ROM = ROR. )\
M

Nén AOMR = AONR (c.g.c). ‘
Vay RM = RN. / \
B

Do R nam trén dudng trung truc cia MN va nim PO
trén phan gidc géc MAN nén R 12 diém chinh giita
cha cung MN (cung khong chira A) cia dudng tron
ngoai ti€p tam gidc AMN.
Vay tit gidce AMRN noi ti€p mot dudng tron. Hinh 67
Gia sir dudng trdon ngoai ti€p tam gidc BMR cét BC tai P khéc B.

Do cic tit gide AMRN, BMRP noi ti€p duge nén tir gidc CNRP ciling noi tiép.

Vay hai dudng tron ngoai ti€p cdc tam gidc BMR, CNR cit nhau tai P
thudc BC. ‘

Bai toan 8. Cho tit gidc ABCD c¢6 dudng chéo BD khong 1a phan gidc cua
cac géc ABC va CDA. Mot diém P ndm trong td gidc sao cho :

PBC = DBA, PDC = BDA.

Chitng minh ring tit gidc ABCD noi tiép khi va chi khi AP = CP,

Loi gidi. (h.68)

Gia sttt giac ABCD ndi ti€p. Ta chimg minh PA = PC.

Gia stt BP cit AC 8 E, DP cat AC & F. Dé dang ching minh dugc cdc cip tam
gidc dong dang ABCE «» ABDA, ADAF v» ADBC suy ra

-
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PE = PF.

Vay PC = PA.

" )C)H.(

AF _AD _CE
BC BD BC
Do d6 CE = AF. Mat khic PEF = PFE neén

Tir d6 ta c6 APEC = APFA (c.g.c).

Nguoc lai, gia st PA = PC. Goi X, Y tuong tng
1a giao diém ctia CD, DP véi dudng tron ngoai ti€p

Hinh 68 tam gidc BCP. Ta cé cdc cap tam gidc dong dang
AADB v APDX, AADP v» ABDX nén

BX BD XD

AP AD PD

Mait khac ADPC ¢«» ADXY nén
XY _ XD

CP PD
Tur (1) va (2) suy ra BX = XY. Do d6

(1)

)

DCB = XYB = XPY = PDX + PXD = ADB + ADB

— 180° — BAD.

Vay ABCD noi tiép.

Bai toan 9. Ba tia Ix, Iy, Iz chung géc 1. Lay cip diém A, A' trén Ix ; lay

cap diém B, B' trén Iy ; ldy cap diém C ; C
trén Iz theo thi tu dé ké tir I sao cho
IATA' = IB.IB' = IC.IC"

Chitng minh rdng tam cdc dudng tron
ngoai tiép cdc tam giac ABC, ABC va |
thang hang.

Loi gidi. (h.69)

Dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC
cit cdc dudng thing IA, IB, IC lan luot tai
cic diém tht hai M, N, P. Goi (O ; R),
(O' ; R") lan lugt 1a dudng tron ngoai tiép
tam gidc ABC, A'BC'.
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o

Ta c6 IAIA' = IB.IB = IC.IC
IA.IM = IB.IN = IC.IP do dg JA - IB"_IC°
M IN IP

Suy ra hai tam gidc A'B'C' va MNP c6 cic canh tuong-ing song song nén
o'C'// OP.

Miit khéc ta ¢6 or _R_N TP

o'c R' CB IC

Vay ba diém O, I, O' thang hang.

Bai toan 10. Cho BC la mdt day cung khiac duong kinh ¢ia dudng tron
(O). Diém A thay déi trén cung 16n BC. Pudng tron bang tiép géc A cua tam
gidc ABC ti€p xuc v6i canh BC, CA, AB tai M, N, P.

a) Tim vi tri cla A dé chu vi tam gidc MNP dat gi4 tri 16n nhat

b) Ching minh ring dudng thing O-le cha tam gidc MNP lu6n di qua mot
diém c6 dinh.

Loi gidi. (h.70)

Khi A thay déi trén cung 16n BC thi tam gidc
MNP c6 géc NMP khong ddi bing 90° +i;-.

Tam gidc ANP ludn cén, ¢6 géc A khong déi nén
NP 16n nhat khi AB + AC 16n nhat, khi d6 A la
diém chinh gitta clia cung 16n BC.

Goi A, 12 diém chinh giita clia cung 16n BC,
tng véi vi tri d6 ta c6 tam gidc M NP, can tai
M,, N,P, > NP, N_M_P, = NMP.

Hinh 70

Vay chu vi AM/N_P, = chu vi AMNP.
Do dé chu vi tam gidc MNP 16n nhdt khi A = A,.
b) Goi A' 1a giao diém clia IA véi NP, B' 1a giao diém cua IB v6i MP, C' 1a
giao clia IC véi MN. Céc diém O', G' 1an luot 12 tam dudng trdn ngoai tiép,
trong tam tam gidc A'B'C'. Ta c6
IAJA'=1IB.IB' = IC.IC' = rf.

Do dé theo bai todn 9 suy ra ba diém I, O, O' thing hang. Mat khic ba
diém I, G', O' cung nim trén dudng thing O-le cha tam gidc MNP. Do d6
dudng thing O-le clia tam gidc MNP luén di qua O c6 dinh.
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Bai toan 11. Cho hai duong tron (O ; ry) va (O, ; rp) ti€p xic ngoai véi
nhau. Mot dudng tron (O) thay ddi ti€p xic ngoai véi (0;) va (O,). Gia sit AB
la mét duong kinh cta (O) sao cho AO;O0,B 1a mdt hinh thang (AB // O,0,).

Goi I 1a giao diém clia AO, v6i BO,. Ching minh ring I thuoc mot dudng

thang c6 dinh.
Loi gidi. (h.71)

Goi M, N, P l4n lugt 13 ti€p diém cha céc
cap dudng tron (0,), (0,) ; (0)), (0O) ; (Oy), (0).
Dudng thing MI cét AB tai Q. Ta c6 ba diém O,,
P, O thing hang.

Mit khiac O,M // OB va

O,M 1, O,

OB r OB
h—_" nén g.é:..l\./[_()z._—_iz_,
Hinh 71 QB MO, n

PB PO r . MN g
Tuong ty — = — = — va — =-.
PM P02 I'2 NA T
QAPBNM _»n rn
QB PM NA n pr

Do dé =1.

Vay cdc doan thang AP, MQ, BN déng quy nén MQ ciing 1a dudng cao cta
tam gidc MAB hay MQ L AB suy ra MQ 1L O,0,.

Vay I thudc dudng thing qua M vudng géc véi O,0,.

(/ﬁili toan 12./Cho tam gidc ABC c6 I 1a tam duong tron néi ti€p, O 1a tam
dubng tron ng'ééﬁ ti€p va trong tdm G. Gia s ring OIA = 90°. Chitng minh
rang IG va BC song song.

Loi gidi. (h.72)

Goi E 1a giao diém thy hai khdc A cta Al véi dudng tron (O). Khi d6 E 1a
diém chinh giita cung BC (cung khong chita A).
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Ta cé EB =El =EC=1A.
Theo dinh 1i Pt6-1é-mé
EA.BC=EC.AB+ EB.AC
do dé 2BC=AB+ AC.
Theo tinh chdt duong phan giic trong tam

°\ D M c gidctacod
ﬂ_é{_AC_AB+AC_AB+AC_2
E BD ID DC BD+DC BC '

Hinh 72
‘Suy ra Al 2.
ID
. R 2 . 4. A Al
Goi M la trung di€ém canh BC, khi 46 — =2 = —. Vay GI // BC.
GM ID

Bai toan 13. Cho hinh chit nhat ABCD va b6n duong tron (A ; R,), (B; Ry),
(C;Ry3), (D; Ry)saochoR; + R3 =R, + Ry < AC. Goi A}, Az 12 hai ti€p tuyén
chung ngoai cua (A ; R)) va (C; R3) ; A,, A4 12 hai ti€p tuyén chung ngoai cta
(B ; Ry) va (D ; Ry). Chitng minh ring t6n tai mét dudng tron ti€p xuc véi ca
bon dudng thing A, Ay, Az, Ay.

Loi gidi. (h.83) Ay A

Goi O 1a giao diém ctia AC va BD.

1
Tacé dg/p. =—(R; +R Al B
0/A, 2( 1 3) > A,
(tinh chit duong trung binh trong mot %)
hinh thang), & d6 dg/,, 12 khoang cdch
. D [

tr O t6i A

Tuong tu

Hinh 73
do/a, ==(R; +Rs)

dosa, = E(Rz +Ry4) =do/a,r
Vay do/a, =doja, =do/a, -

Do d6 A, A,, Az, A4 cling ti€p xtic v6i mot dudng tron tam O.
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g,
g,

Bai toan 14. Cho tt gidc ABCD c6 hai dudng chéo AC va BD vuéng goc
v6i nhau tai S. Goi M, N, P, Q l1an lugt déi xtng vdéi S qua AB, BC, CD, DA.
Pudng tron ngoai ti€p tam gidc SPQ cit lai AP tai F. Chitng minh réng bon
diém M, E, F, Q cung thuéc mot dudng tron.

Loi gidi. (h.74)‘ .

Puong tron ngoai ti€p tam gidc SMN
c6 tdm B va ti€p xidc v6i AS tai S, AM tai
M. Dudng tron ngoai ti€p tam gidc SPQ cé
tam D va tiép xtic véi AQ tai Q, AStai S.

Ta c6 §5ﬁ5==;xiﬁ

suy ra

QME - FQM = AQF ~ AME
= QPF - MNE. (1)

Tacé
AE.AN = AM? = AF.AP hay tt gisc NEFP noi tiép.
Do dé

ENC - FPC) + (NSM - PSQ) (dé ¥ ring CP = CS = CN)
]+ (NsM - PSQ)
]+ (Nsm - PsQ)

+ (NSM - Fps)

)
00° - §50)] + (N - F73)
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= (SPQ - FPS) - (SNM - ENS)
= QPF - MNE. Q)
T (1) va (2) suy ra
QME - EQM = FEM - EEQ hay QME + EFQ = FEM + FQM .
Do d6 tit gidc MEFQ noi tiép.
Bai toan 15. Cho tam gidc ABC can tai A, trén canh BC 14y D sao cho
BD : DC=2: 1 vatrén doan AD ldy P sao cho BAC = BPD. Chiing minh rang

— IA

DPC = EBAC.

Loi gidi. (h.75)

DPuong thing qua D song song v6i AC cit AB
tai M

Pudng thing qua M song song véi BC cat AC
tai N. Goi Q 1a trung diém ctia NC.

Ta cd

Suy ra CQ =NQ = AN.
. QC _DC

1
D d o — = e D AB
0d8. N T jc T3 SwrDQ/

Do BAC = BPD nén BMD = BPD. Vay BMPD la tit gidc néi tiép. Do dé
MPA = MDB = ACB = MNA suy ra ti gidc AMPN noi ti€p.

Vi BMPD, AMPN la céc ti gidc néi ti€p nén CDPN la tir gidc ndi ti€p. Hon
nita do QD = QC = QN, nén Q la tdm dudng tron ngoai ti€p tit gidc CDPN.

Hinh 75

— 1] ——

Vay DPC = -DQC =

rr—

—I—BAC.
2
Bai toan 16. Cho tir gidc ABCD noi ti€p. Goi P, Q, R 14n lugt 1a cdc chan

dudng vuong géc clia D xudng BC, CA, AB. Chiing t rang PQ = QR khi va chi
khi phan gidc cdc géc ABC va ADC cit nhau trén AC.
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Loi gidi. (h.76)
Theo dinh 1 Sim-son, ba diém P, Q, R théng hang.
Tir hai bo bén diém (C, D, P, Q) ; (A, D, Q, R) cling
thuéc mot dudng tron ta suy ra
ADCA «» ADPR.
Tuong tu ta dugc cdc cdp tam gidc déng dang
ADAB »» ADQP, ADBC v» ADRQ.

DC BC PQ
Do d6 = ] .
DA BA QR Hinh 76
DC BC
Suyra PQ=QR & — = —.
y Q=Q DA BA

bDiéu d6 tuong duong véi chan dudng phan gidc géc D cla tam gidc ADC
va chan dudng phan gidc géc B cla tam gidc ABC trung nhau, hay cdc phan
gidc géc ABC va ADC cit nhau trén AC.

Bai toan 17. Trong fnat phéng cho hai dudng tron (O,) va (O,) cit nhau &
hai diém A'va B. Céc tiép tuyén tai A va B clia (O,) cit nhau & diém K. Gia st
M 12 mot diém ndm trén (O,) nhung khong trang vao A va B. Pudng thing AM
cét (O,) & diém thyt hai P, dudng thing KM cét (O,) & diém thi hai C va dudng

thing AC cét (O,) & diém tht hai Q. Chitng minh ring trung diém cda PQ nim -

trén dudng thing MC.

Loi gidi. (h.77)

Goi H 1a giao diém clia MC véi PQ. Ta cdn
chitng minh H 1a trung diém cta MQ.

Ta c6
AKAC «» AKMA suy ra MA _XA
CA KC
Tuong tu
AKBC v» AKMB suy ra MB _ EB—
CB KC
Mat khiac KA = KB nén
MA _MB do d6 AC. BM = BC.AM. 1
CA CB
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Dé dang nhan thdy ABMP ¢» ABCQ suy ra

==L @

CAMP_

- CQ MA

Str dung dinh 1i Mé-né-lauyt cho tam gidc QPA véi cdt tuyén MCH ta c6
MP CA HQ _,

T (1) va (2) tacé

Do d6 HQ = HD.

Bai toan 18. Cho tam gidc ABC néi ti€p duong tron (O). DBuong tron (O')
ném trong (O) ti€p xuc vdi (O) tai T thudc cung AC (cung khong chia B). Ke
cac ti€p tuyén AA', BB', CC' t6i (O'). Ching minh rang

BB'.AC = AA'.BC + CC'.AB.

Loi gidi. (h.78)

TA, TB, TC cat dudng tron (O') tai cdc diém thi hai A, B, C;.

Khi d6 AA;B,C; «x» AABC hon nifa ching .
c6 cac canh tuong @ng song song.

Tacéd: _

AG _BiG _AB
AC BC AB

(TAl )2 _ 1A} TA?

AA') T AA?  AA|AT
__TB _(TBIT
Hinh 78 BB,.BT \BB'
Do d6 TA 15
o AA' BB
Tuong tu BA‘—l—zr—rgl—
AA' CC'
Vay TA, _TB _TC, . TA _TB _TC )
AA' BB' CC' AA' BB' CC'
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Theo dinh 1i Pt6-1é-mé ta ¢é
TB.AC = TA.BC + TC.AB. (2)
T (l)va(2)tacé BB.AC=AA'BC+ CC.AB.

Bai toan 19. Cho hai dudng tron (O)) va (O,) cung ti€p xuc trong véi duong
tron (O). Tiép tuyén chung clia (O,) va-(0,) cit (O) tai bon diém. Goi B, C 12 hai
trong bén diém dé sao cho B, C ndm vé cing mot phia déi v6i O;0,. Ching
minh rang BC song song v4i mot ti€p tuyén chung ngoai cta (O) va (O,).

Loi gidi. (h.79)

K¢é cic ti€p tuyén chung trong KH, LT cta
(O)) va (0,). Giao diém cta KH, LT véi (O) lan
luot 12 B, C.

K¢ ti€p tuyén chung ngoai EF cua (O)) va
(O,) sao cho E va B nam vé cing mot phia déi
voi 0,0,. Cic diém M, N lan luot 1a céc tiép
di€ém cua (O)), (O,) véi (0).

EF cét (O) tai P, Q. Ta s& chimg minh BC // PQ.

Goi A 1a diém chinh giita cha cung PQ cla
dudng tron (O), ke céc ti€p tuyén AX, AY ctia (O)), (O,).

7 Dé dang chitng minh dugc ba diém A, E, M thing hang, ba diém A, F, N
thang hang va ti gidc MEFN noi ti€p. Do d6
AX? = AE.AM = AF.AN = AY? hay AX = AY.

Ap dung bai toan 18 cho tam gidic ABQ noi tiép dudng tron (O) va dudng

tron (O,) ti€p xic véi (O) tai M, ta c6
AX.PQ = BK.AC + CL.AB.

Hinh 79

Tuong tu AY.PQ = BH.AC + CT.AB.
Suy ra AC(BH - BK) = AB(CL - CT)
do dé6 AC.KH = AB.TL hay AC = AB.

Viy A la trung diém cung BC, do d6 PQ // BC.

Bai toan 20. Cho tt gidc ABCD noi ti€p dudng tron (O). Chitng minh rdng
AC _ BCCD + AB.BD
BD BC.BA + DC.DA
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Loi giai. (h.80)
Lay E, F thudc dudng tron sao cho

CDB = ADE,
BDA = DCF.

Khi dé6 -
AE =BC, FD = AB, EC = AB, BF = AD.

Ap dung dinh 1i Pto-1é-mé cho hai t& gidc noi

Hinh 80

ti€p AECD va BCDF ta c6 :
AC.ED = AE.CD + AD.EC = BC.CD + AD.AB (1)
va BD.CF = BC.DF + BF.CD = BC.AB + AD.CD. (2)

Mit khic CDE = CDB + BDE = ADE + BDE = ADB = FCD

dodé FDC = FDE + EDC = FCE + FCD = ECD suy raED=FC.  (3)

Tir (1), (2), (3) ta ¢6 dieu phai ching minh.

Bai toan 21. Cho tam gidc ABC can & A. Ki hiéu x, y, z lan lugt 1a khoang
cach MA', MB', MC' tir mo6t diém M nam trong tam gidc t6i cdc dudng thang BC,
CA, AB. Gia sir x> = yz, chiing minh rdng M thudc mot dudng tron ¢6 dinh.

Loi gidgi. (h.81)

Ta gidc BCMA' va A'MB'C ndi ti€p dugc nén

A'MC'+B=C+A'MB' = 180°

va MB'A' = MCA".
Ma B=C suy ra A'MC' = A'MB..
. ., CM  MA"
Talaico = ———suyra
' A'  MB'

AC'MA' v» AA'MB' (c.g.c).
Dodé CA'M =AB'M = MCA".
Mit khic MC'A' = MBA' nén ABMC v ACMA.

Hinh 81

Do dé6 BMC = AMC = 180° — B khong d3i.
Viy M thudc mot duong tron ¢d dinh.
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Bai toan 22. Cho tam gidc nhon ABC. Diém O thay déi trén BC. Dudng
tron tam O bdn kinh OA céat AB, AC 14n luot tai cdc diém thit hai M, N. Ching
minh rang tryc tam cla tam gidc AMN thuoc mot dudng thang c6 dinh.

Loi giai. (h.92)

Goi H truc tam ctia AMN, I Ia trung diém
canh MN. :

Goi Az tia phan giac cua géc BAC.

Ta c6 HAM = OAN nén Az ciing la tia phan
gidc cua géc OAH. Goi O' d6i xing véi O qua Az.
Khi dé O' thuoc AH. Khi O thay déi trén BC thi
O' thay déi trén dudng thing A déi xung véi
dudng thang BC qua Az.

Tam gigc OIN c6 géc 1 =90°, ION = BAC

Hinh 82

khong déi nén %%I— khéng déi.

Mat khiac AH = 2.01 nén —O—O-? khong déi.

Do dé6 —'::(})—I khong do6i. Hon nita O' thuéc A ¢6 dinh nén H thudc mot

dudng thing A' song song véi A.

Bdi tGp

138. Ching minh rdng néu hai hinh chit nhat bang nhau dugc x€p sao cho bién
clia ching cit nhau tai 8 diém (nhu hinh 193), thi dién tich phin chung cua
ching 16n hon ntra dién tich cia hinh chit nhat.

139. Cho tt gidc ABCD noi ti€p dudng tron tam O. Goi H;, H,, Hs, H, 1dn luot
1a truc tam cua cdc tam gidc BCD, CDA, DAB, ABC. Ching minh bon
diém H,, H,, H;, H, cing nidm trén mot dudng tron.

140. Diém I ndm trong tam gidc ABC va thoi min AIB = BIC = CIA = 120°.

Ching minh rdng ba dudng thang O-le cha cic tam gidc ABI, BCI va CAI
dong quy.

82 6 — CCDHHBD...B




s O
2.
3
22

owT s

141. Goi O, I va H lan luot 1a tam dudng tron ngoai ti€p, noi ti€p va tryc tim
cta tam gidc ABC. Khi d6, n€u dudng trdon ngoai ti€p tam giac OIH di qua
mot trong cdc dinh cla tam gidc ABC thi phai di qua mot dinh khdc cla
tam gidc ABC. )

142. Cho tam gidc ABC ndi ti€p duodng tron tdm O, truc tam H, dudng cao AK
(K € BC). Gia st mot dudng thiang qua K vuong géc véi OK cat AB, AC
lan lugt tai M, N. Cdc tia MH, NH cit AC, AB thit tu tai P, Q. Chiing minh
ring t& gidc APHQ noi ti€p duoc.

143. Tam gidc ABC c6 truc tam H, dudong cao BE. Diém P trén dudng tron
ngoai ti€p tam gidc ABC. V& cédc hinh binh hanh PAQB va PARC. Giao
diém AQ va HR 12 X. Chiing minh ring EX song song véi AP.

144. Cho tam gidc ABC nhon. Diém O nim trong tam gidc thoa min
AB+ BO = AC + CO.

Lay P bat ki trén canh BC. Qua P k& PX song song véi CO, PY song song
v6i BO (X € AB, Y € AC). Ching minh rdng chu vi tit gidc AXPY khong
déi khi P di chuyén trén BC.

145. Cho tam gidc ABC néi ti€p duong tron tam O. Mot dudng tron (O|) qua B
va C cit cdc canh AB, AC l4n lugt tai D, E. Dudng trdn (O,) qua ba diém
A, D, E cdt (O) tai K (K # A). Ching minh ring AKO; = 90°.

146. Cho hai dudng tron (O) va (O") cét nhau tai A va B. Gia st CD, EF 12 hai
ti€p tuyén chung ngoai cia hai dudng tron nay (C, E € (O) ; D, F € (0"),
diém A gan CD hon B). Goi A, 12 dudng thing qua A ti€p xdc vGi dudng

tron ngoai tiép tam gidc AEF va A, 1a dudng thing qua B tiép xidc vdi
dudng tron ngoai tiép tam gidc BCD. Chitng minh ring cédc dudng thing
A, A,, CD, EF dong quy.

147. Cho tam gidc ABC va mot diém M ndm trong tam gidc dé. Gia st AM, BM,
CM tuong g cat BC, CA, AB tai A, B,, C,. Cic dudng tron dudng kinh /
AA0 va BC cit nhau tai A|, A,. Cic dudng tron dudng kinh BB, va CA cit
nhau tai B}, B,. Céc dudng tron dudng kinh CC, va AB cét nhau tai C;, C,.
Ching minh rang A, A,, By, B,, C;, C, thudc cing mét dudng tron.

148. Cho tam gidc ABC ¢4 truc tam H. Diém M ndm trong tam gidc d6. Dudng
thing qua H vuong géc véi AM cit BC tai A,. Dudng thing qua H vuong
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goéc v6i BM cit CA tai B,. Dudng thang qua H vuong géc véi CM cit AB
tai C,. Ching minh rang ba diém A|, B,, C, thing hang.

149. Cho hai duong tron (O) va (O") tiép xtc trong tai M ((O") chaa trong (O)).
Gia st P va N 1a hai diém bat ki thuoc (O"). Qua P va N ké céc ti€p tuyén
véi (O') cét (O) tai A, C va B, D. Chitng minh rdng tam dudng tron noi tiép
cdc tam gidac ACD, BCD ndm trén NP.

150. Cho hai dudng tron (O,) va (O,) ti€p xtic ngoai véi nhau tai I va cing ti€p
xtc trong véi (0). Ké ti€p tuyén chung ngoai clia (O;) va (O,) cat (O) tai B,
C. Qua I ké ti€p tuyén chung véi (O,) va (G,) cit (O) tai A (A thudc cing
nira mat phang bd BC véi (0)), (05). Chiing minh ring I la tam dudng tron
noi tiép tam gidc ABC.

151. Cho tam gidc nhon ABC, cac duong cao AA', BB', CC'. Goi H la truc tam
tam gidc. K 12 trung diém cia AH va I Ia giao diém cua B'C' véi AH.
Ching minh rang I 1a truc tam tam gidc KBC.

152. Cho (O) va K ndm ngoai (O) v& céc tiép tuyén KA, KT véi (O).

Mot dudng thang qua A cét (O) tai B, cit KT tai C sao cho B la trung diém
cua AC, KB giao véi (O) tai L. Chitng minh rang LT song song vGi BC.

153. Cho it gide ABCD noi tiép (O). Dudng thang AD cat BC tai F, AC cat BD
tai E. Goi I, M, N lan luot 1a trung diém cta EF, AB, CD. Chitng minh réng
hai tam gidc IME va IEN doéng dang.

154. Cho tam gidc ABC can dinh A. Diém M ndm trong tam gidc sao cho
BMC = 90° + %X.

Qua M ké dudng thang song song véi BC, ciat AB, AC lin luot tai X, Y.
Vé MZ, MT lan lugt song song véi AB, AC. Goi N 1a giao diém cia XZ va YT.
Ching minh ring tir gidc ABNC la tit gidc noi ti€p.

155. Cho tam gidc ABC, trong tam G. Mot dudng thing qua G cat canh AB,
AC lan luot tai M, N. Chitng minh ring

A 5amn L
9 Sapc 2
156. Cho tam gidc ABC noi ti€p dudng tron tam O, CM la trung tuyén. Cic ti€p

tuyén tai A va B ctlia (O) cét nhau & D. Chitng minh rang ACD = BCM.

84



157. Cho tam gidc ABC. Duong tron (O;) qua A ti€p xtc véi BC tai C. Duong
tron (O,) qua B ti€p xiic v6i AC tai C. Budng tron (O,) cit (O,) tai dicm
thr hai P. Goi O, R lan lugt 1a tam, ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam
gidc ABC. Ching minh rang :
a)CP<R:

b) CP di qua mot diém c6 dinh khi C thay déi trén dudng tron (O).

158. Ngii gidc ABCDE noi tiép duong tron (O ; R) sao cho AB = BC = DE = R.
Céc diém M, N lan lugt 1a trung diém CD, AE. Ching minh ring tam giac
BMN la tam giac deu.

159. Trén dudng thang a lay ba diém A, B, C theo thit tu d6. Trén cling mot
nlra mat phang bd AC dung cdc tam gidc vuong can ABE (AE = EB) va
BCD (BD = DC). Goi S 1a giao cua EC va AD. Ching minh : BS L ED.

160. Duong tron (O ; R) va (O'; R') cat nhau & A va B. T diém C trén tia doi
cta tia AB ké cdc tiép tuyén CD va CE véi (O) (E nam trong dudng tron
(0")). Cac duong th'clmg AE, AD cit duong tron (O') tai N, M. Chiing minh
DE di qua trung diém MN.

161. Cho ba dudng tron (O), (O)), (O,) nhu sau : (O,) va (O,) ti€p xic ngoai
vGi nhau tai W va cling ti€p xiic trong véi (O). Ba diém A, B, C thuoc (G)
sao cho BC la ti€p tuyén chung ngoai cta (O)), (O,) va WA Ila ti€p tuyén
chung trong cta hai dudng tron ndy, W va A nam vé ciing mot phia cia
BC. Ching minh ring W 1a tAm duong tron ndi ti€p tam giac ABC.

162. Cho tam giac ABC c¢6 truc tam H. Dudng tron (O) ngoai ti€p tam giac. D
1a diém doi xing véi A qua BC, E 1a diém d6i xing véi B qua ACva F 1a
diém doi xing v6i C qua AB. Chitng minh rang D, E, F thang hang khi va
chi khi OH =2R.

163. Cho tam gidc A;A,A; nhon véi cac dudng cao A K|, A,K,, A;K5. Duong
tron noi ti€p tam gidc ti€p xdc véi A,A5, AjA,, AjA, 1an luot tai L, L,.
L;. Goi (d;) 1a dudng thang d6i xing véi KK, qua L,L,. Cdc dudng thang
(d,), (d3) dugc x4c dinh tuong tu. Chiing minh ring cdc duong thang d,, d,,

~d; doi mot cat nhau trén dudng tron noi ti€p tam gidc AjArA;.

Cho hai dudng tron (O;) va (O,) cat nhau tai A va B. Diém Q nidm trén
(0,). Cac dudng thang AQ, BQ cit lai (O)) lan luot tai C, D. Céc tiép
tuyén tai A va B clia (O,) cit nhau tai P. Ching minh rang PQ di qua trung

diém cta CD.
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